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1. Stichprobenverteilungen

In der experimentellen Forschung werden Stichproben aus einer Grundgesamtheit
gezogen und z.B. der Mittelwert eines Merkmals, das untersucht wird, ermittelt, um
auf die Gesamtheit zu schlieBen. Dies wird gemacht, um eine Hypothese Uber ein
Merkmal in einer Gesamtheit zu stltzen oder zu widerlegen. Nach welchen Kriterien
kann entschieden werden, wie zutreffend der Durchschnittswert der Stichprobe die
durchschnittliche Auspragung des interessierenden Merkmals in der Grundgesamt-
heit reprasentiert? Oder: Wie brauchbar ist dieser Durchschnittswert X als Schatz-
wert fir den Parameter p?

Angenommen, man entnimmt mehrere Stichproben aus der Grundgesamtheit und
vergleicht diese, so wird man feststellen, dass diese aufgrund zahlreicher Einfliisse
voneinander abweichen. Als einen genaueren Schatzwert fir p kdnnte man den
Durchschnitt dieser Durchschnitte der Stichproben bilden in der Hoffnung, einen
besseren Wert fur pu zu erhalten. Dies ist die empirische Vorgehensweise.

Theoretisch wird eine Stichprobenverteilung aufgestellt. Eine Stichprobenverteilung
ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines statistischen Kennwertes (Mal der zent-
ralen Tendenz: Arithmetisches Mittel, Median; Streuungsmal: Standardabweichung,
Varianz, durchschnittliche Abweichung etc.) von allen moéglichen Stichproben (mit
dem Umfang n), die aus einer Grundgesamtheit gezogen werden kdnnen. Sie gibt
damit an, wie wahrscheinlich es ist, dass ein Stichprobenkennwert in bestimmter
Weise vom zugehdrigen Parameter der Grundgesamtheit abweicht.

1.1. Der zentrale Grenzwertsatz

Wir wollen zur Stichprobenverteilung folgendes Gedankenbeispiel verfolgen: Eine
hypothetische Grundgesamtheit moége aus allen Ereignissen des Wirfelns, d. h. den
Zahlen 1 bis 6, bestehen. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist in diesem Fall eine
Rechteckverteilung:

v

Nun betrachten wir dieselbe Grundgesamtheit, entnehmen aber zufallig jeweils zwei
bzw. drei Augenzahlen und betrachten in den folgenden Abbildungen links die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Durchschnitte von je zwei Augenzahlen und rechts die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Durchschnitte von je drei Augenzahlen (beides
Stichprobenverteilungen, genauer: Durchschnittsverteilungen):
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Wie wir sehen, hat die Form der Verteilung der Mittelwerte fur verschiedene Anzah-
len von Augenzahlen mit der Rechteckform der Grundgesamtheit nichts mehr zu tun.
Mit steigenden Anzahlen n der Augenzahlen nahert sich die Durchschnittsverteilung
zunehmend der Normalverteilung an. Entsprechendes gilt fur jede beliebige Stich-
probenverteilung einer Grundgesamtheit. Dies ist die Aussage des zentralen Grenz-
wertsatzes, der wie folgt formuliert wird:

Die Verteilung von Mittelwerten aus Stichproben des Umfanges n, die samtlich
derselben Grundgesamtheit entnommen wurden, geht mit wachsendem Stich-
probenumfang in eine Normalverteilung iiber.

FiUr praktische Zwecke kénnen wir davon ausgehen, dass die Durchschnittsvertei-
lung fur beliebige Verteilungsformen des Merkmals in der Grundgesamtheit bereits
dann hinreichend normalverteilt ist, wenn n > 30 ist.

1.2. Die Durchschnittsverteilung

Eine Durchschnittsverteilung ist eine Stichprobenverteilung des Mittelwertes, d.h. die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der an der Gesamtheit aller moglichen Zufallsstich-
proben (des Umfangs n) erhaltenen Mittelwerte. Sie ist nach dem zentralen Grenz-
wertsatz bei hinreichend groRen Stichprobenumfangen normalverteilt, auch wenn
das zugrundeliegende Merkmal nicht normalverteilt ist. Bei den bisherigen Normal-
verteilungen haben wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer normalverteilten Zu-
fallsvariable fur ein stetiges Merkmal betrachtet, jetzt betrachten wir die Wahrschein-
lichkeitsverteilung einer normalverteilten Zufallsvariable, deren numerische Werte
Durchschnitte von gleich gro3en Stichproben reprasentieren:

Xo X, Xy, Xg,e e

Die Normalverteilung ist eindeutig bestimmt durch die Angabe zweier Parameter:
dem Erwartungswert u und der Standardabweichung c.

Beispiel: Die KérpergrofRe einer Grundgesamtheit sei N(170,20)-verteilt. Dann haben die KdrpergréRen
dieser Grundgesamtheit einen Durchschnitt von y=170cm und streuen um diesen Durchschnitt mit
6=20cm.

Die Parameter einer normalverteilten Durchschnittsverteilung sind wie folgt definiert:

Z(ii _“)2 Oy

Hx =Hyx  Ox = T:\/ﬁ
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Der Erwartungswert p, der Durchschnittsverteilung entspricht dem Erwartungswert
n, der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Messwerte. Die Standardabweichung o
der Durchschnittsverteilung gibt die durchschnittliche Abweichung der Durchschnitte
X; vom wahren Wert p aufgrund vielfaltiger zufalliger Einflisse an und wird daher
auch Standardfehler, Zufallsstreuung oder Fehlerstreuung genannt. Sie kann ermit-
telt werden, in dem die Standardabweichung o, der Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Messwerte durch die Wurzel des Stichprobenumfangs n dividiert wird. Dadurch
ergibt es sich, dass der Standardfehler o; mit wachsenden Stichprobenumfang n
immer kleiner und damit die Durchschnittsverteilung immer schmalgipfeliger wird ge-
genuber der ihr zugrunde liegenden Normalverteilung der Ausgangsvariable.

Beispiel: Die Durchschnittsverteilung zu obiger N(170;20)-Verteilung von Koérpergrdfien ist bei einem
Stichprobenumfang von 100 Personen eine N(170;20/Y100)=N(170;2)-Verteilung. D. h. wahrend die
KdrpergréRen durchschnittlich um 20cm von p, abweichen, weichen die Durchschnitte der Kérpergré-
Ren von Stichproben mit einem Umfang von 100 Personen nur noch um 2cm von L ab.

Um die Wahrscheinlichkeit zu ermitteln, dass ein Stichprobendurchschnitt z.B. klei-
ner als eine Grenze a ist, muss zunachst — wie in Statistik | besprochen — zur ¢-
Flachenberechnung eine z-Transformation durchgefihrt werden:

Nun kann die gesuchte Wahrscheinlichkeit Uber die ¢-Werte in der Tabelle der Stan-
dardnormalverteilung ermittelt werden.

Aufgabe: Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass aus obiger Grundgesamtheit zufallig eine Stichpro-
be von 100 Personen gezogen wird, deren durchschnittliche Korpergrofe kleiner als 175cm ist?
Lésung: W{X<175} = ¢( z(175) ) = $(2,5) = 0,994. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betragt also
99,4%.

1.3. Die t-Verteilung

Eine Schwierigkeit in der Berechnung obiger z-Formel liegt in den meisten Fallen
darin, dass die Parameter px und ox nicht bekannt sind. Der Parameter py wird da-
durch gewonnen, dass er der Hypothese, also der zu prufenden Vermutung des For-
schers Uber py, gleichgesetzt wird. Wenn die statistischen Verfahren, die wir noch
kennenlernen werden, ein positives Ergebnis ergeben, wird der vom Forscher ange-
nommene Wert von py als bestatigt angesehen.
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Anders sieht es mit der Streuung o, der Messwerte der Grundgesamtheit aus. Die ist
in den meisten Fallen genau so wenig bekannt wie . In diesem Fall greift man auf
die Standardabweichung s der Stichprobe als Schatzwert fur o, zurtick und berech-
net statt einem z-Wert einen t-Wert:

Bei diesem Verfahren ersetzt die t-Verteilung die Standardnormalverteilung, wobei
die t-Verteilung berlcksichtigt, dass die Standardabweichung s einer Stichprobe ge-
nauso zufallig vom wahren Wert o, abweichen kann wie der Durchschnitt X einer
Stichprobe vom wahren Wert u,. Diese Abweichung ist vom Stichprobenumfang ab-
hangig, denn je kleiner eine Stichprobe ist, desto mehr wird ihre Standardabwei-
chung s von der wahren Streuung o, abweichen kénnen. Zu jedem mdglichen Stich-
probenumfang gibt es daher eine eigene t-Verteilung, die sich in ihrem Freiheitsgrad
df (degree of freedom) bestimmt:

df = n—1

Mit zunehmenden Stichprobenumfang n und damit zunehmenden Freiheitsgrad df
nahert sich die t-Verteilung der Standardnormalverteilung an. Ab einer Stichproben-
grofke von ca. 100 Versuchspersonen sind die t-Verteilungen der Standardnormal-
verteilung derart ahnlich, dass in den meisten Tabellen nur die Werte bis zu df=100
enthalten sind. Die Tabelle der t-Werte, die wir benutzen, befindet sich direkt neben
der Tabelle der Standardabweichung bei HUBER. Zumeist werden t-Werte zu vier
bestimmten Wahrscheinlichkeit gesucht, so dass diese Tabelle auch nur vier Wahr-
scheinlichkeiten berlcksichtigt. Ab einem Stichprobenumfang von tber 100 Proban-
den entspricht die t-Verteilung weitgehend der Standardnormalverteilung, so dass
dann die Werte fir df=o benutzt werden, welche z-Werte der Standardnormalvertei-
lung darstellen. Bei einem nicht aufgefuhrten df-Wert wird der nachstkleinere ge-
wahlt. Die Werte werden wie folgt angegeben:

top:ar

Beispiele:
o090 =2,82 t-Wert zu einer t-Verteilung mit 10 Probanden und einer Wahrscheinlichkeit von 99%
to.975:19 = 2,09 t-Wert zu einer t-Verteilung mit 20 Probanden und der Wahrscheinlichkeit von 97,5%

1.4. Stichprobenverteilungen von Haufigkeiten

Die bisherigen Ausfihrungen bezogen sich auf stetige, quantitative, d.h. Messbare,
und metrische Merkmale. Sie lassen sich auf diskrete und qualitative Merkmale, von
denen nur Haufigkeiten bekannt sind, erweitern, wenn diese dichotom angegeben
werden konnen. Diese Haufigkeiten werden relativ angegeben, die in der Stichprobe
mit p (relative Haufigkeit) und in der hypothetischen Grundgesamtheit mit = (Wahr-
scheinlichkeit) bezeichnet werden. Auch von diesem Stichprobenkennwert p kann
eine Stichprobenverteilung aufgestellt werden.
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Beispiel: Es werden unendlich viele gleich grofde Stichproben von Personen gezogen und ihr Familien-
stand festgestellt: ledig, verheiratet, verwitwet und geschieden. Von jeder Stichprobe wird der relative
Anteil p der Ledigen und der relative Anteil g=1-p der Ubrigen Personen bestimmt (Dichotomisierung
der Daten, d.h. auf zwei Auspragungen reduziert). Wie sieht die Stichprobenverteilung der Haufigkei-
ten der Ledigen aus? Wie hoch ist der Anteil der Ledigen in der Grundgesamtheit, d.h. wie hoch ist der
Durchschnittswert p der Haufigkeiten p der Ledigen von allen Stichproben? In welchem Bereich o
streuen diese Stichprobenhaufigkeiten der Ledigen um diesen Durchschnittswert p?

Die gesuchte Stichprobenverteilung ist eine Binomialverteilung, die im letzten Kapitel
naher behandelt wird. Mit wachsendem Stichprobenumfang n geht auch diese in ei-
ne Normalverteilung Uber. Der Erwartungswert u dieser Stichprobenverteilung ist der
Durchschnitt der Stichprobenhaufigkeiten p der Auspragung eines qualitativen
Merkmals von unendlich vielen Stichproben, der Standardfehler ¢ die durchschnittli-
che Abweichung dieser Haufigkeiten von p. Diese Parameter sind wie folgt bestimmt:

n(’l - n)

Der Erwartungswert p entspricht dem wahren Wert = der der Stichprobenverteilung
zugrunde liegenden Grundgesamtheit, also der wahren relativen Haufigkeit der be-
trachteten Auspragung eines qualitativen Merkmals. Der Standardfehler ¢ berechnet
sich aus dem Wert © und dem Stichprobenumfang n aller gleich groRen Stichproben
der Stichprobenverteilung.

Beispiel: Der Anteil der Ledigen in einer Bevodlkerung betragt n=40%. Dann kann erwartet werden,
dass der Durchschnittswert © des Anteils der Ledigen von unendlich vielen Stichproben aus dieser
Bevdlkerung ebenfalls u=n=40% betragt und das die Anteile der Ledigen all dieser Stichproben bei
einem Stichprobenumfang von n=50 Personen um durchschnittlich 6=7% von u=40% abweichen (u—
6=33% bzw. u+c=47%):

A
N(0,4:0,07) n=n=04
o= 0406 447
50
o,l33 o,'40 0,57 1 p >

Die Stichprobenverteilung der Haufigkeit einer Auspragung eines dichotomen Merk-
mals, die eine Binomialverteilung ist, darf erst dann durch die oben dargestellte Nor-
malverteilung approximiert (angenahert) werden, wenn der Stichprobenumfang n
genugend grof} ist. Dies wird gepruft durch:

n> 9
- (1 - n)

Beispiel: Setzt man in obige Formel 0,4 fir = ein, so erhalt man n > 37,5. Die StichprobengrofRe muss
also mindestens 38 Personen betragen. Im obigen Beispiel ist mit 50 Personen die Voraussetzung fir
die Approximierung der Stichprobenverteilung durch die Normalverteilung gegeben. Grundsatzlich ist
das bei Stichprobenverteilungen von Haufigkeiten immer zu prifen.
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2. Signifikanztests |

Signifikanztests sind die am haufigsten angewandten statistischen Verfahren in der
experimentellen psychologischen Forschung und auch gleichzeitig die problema-
tischsten, weil bei der Prufung der Voraussetzungen, der Durchfihrung und der In-
terpretation der Ergebnisse gravierende Fehler gemacht werden kénnen. Signifikanz-
tests (statistische Tests, Prifverfahren) gestatten es, Hypothesen des Forschers zu
uberprufen, indem statistische Kennwerte miteinander verglichen und daraufhin ge-
pruft werden, ob diese sich signifikant (Uberzufallig) voneinander unterscheiden. Un-
terschiede kdnnen sich ergeben, nicht weil ein signifikanter Unterschied besteht,
sondern weil der Unterschied sich aufgrund vielfaltiger Einflisse zuféllig ergibt. Eine
solche Prufung ist unerlasslich, wenn man von dem gewonnenen empirischen Wert
mehr als eine Beschreibung des in der Stichprobe festgestellten Sachverhaltes er-
wartet, wenn man die gefundenen Ergebnisse verallgemeinern mochte, um eine vor-
her aufgestellte Hypothese ablehnen oder beibehalten zu kénnen.

2.1. Allgemeine Vorgehensweise bei einem Signifikanztest

. Formulierung der statistischen Hypothesen
. Festlegung des Signifikanzniveaus
. Auswahl des Testverfahrens
. Ziehung der Stichprobe und Ermittlung der Stichprobenkennwerte
. Berechnung der PrifgroRRe
. Bestimmung entweder (a) der kritischen Grenze oder (b) der Uberschreitungs-
wahrscheinlichkeit
. Entscheidung Uber Annahme oder Ablehnung der Nullhypothese
Siehe hierzu und im folgenden auf das Merkblatt auf S. 105!

OO WN -

N

2.1.1. Formulierung der statistischen Hypothesen

Die zu prufende statistische Hypothese nennt man Nullhypothese und bezeichnet sie
mit Ho. Die Nullhypothese driickt immer die Vermutung aus, dass sich ein Stichpro-
benkennwert sich nicht ,echt”, sondern nur zufallig vom entsprechenden Parameter
der Grundgesamtheit unterscheidet. Genau besagt sie folgendes: Die untersuchte
Stichprobe entstammt aus einer Grundgesamtheit mit der in der Nullhypothese for-
mulierten Aussage. Wenn eine Nullhypothese durch das Prifverfahren bestatigt wer-
den konnte, sagt man, dass die Nullhypothese verifiziert (d.h. bestatigt) werden
konnte und damit beibehalten werden kann, da die Abweichung des Stichproben-
kennwertes vom Erwartungswert u der Stichprobenverteilung auf Zufallseinflisse
zurtckgefuhrt werden kann. Die der Nullhypothese entgegengesetzte Hypothese
nennt man Alternativhypothese und bezeichnet sie mit H. Die Alternativhypothese
drickt immer die Vermutung aus, dass sich ein Stichprobenkennwert sich signifikant,
d. h. uberzufallig vom entsprechenden Parameter der Grundgesamtheit unterschei-
det. Genau besagt sie folgendes: Die untersuchte Stichprobe entstammt nicht aus
einer Grundgesamtheit mit der in der Nullhypothese formulierten Aussage. Kann dies
bestatigt werden, ist eine Abweichung des Stichprobenkennwertes vom Erwartungs-
wert u der Stichprobenverteilung nicht auf Zufallseinflisse zurtckfuhrbar, womit die
Alternativhypothese angenommen werden muss. Die Nullhypothese ist dann falsifi-
ziert (d.h. widerlegt) und kann nicht beibehalten werden.
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Von den statistischen Hypothesen zu unterscheiden ist die inhaltliche Hypothese, die
der Forscher Uber seinen Untersuchungsgegenstand aufgestellt hat. Diese ist in die
statistischen Hypothesen Hy und Hy umzusetzen. Da Experimente meistens mit dem
Ziel durchgefuhrt werden, Unterschiede zu belegen, ist die inhaltliche Hypothese
haufig als die Alternativhypothese H4 zu formulieren. Wenn aber Gleichheit vermutet
wird, muss die inhaltliche Hypothese als die Nullhypothese Hy formuliert werden.

Beispiel: Ein Forscher stellt die Hypothese auf, dass der Durchschnitt des 1Q der Studierenden nicht
dem mittleren 1Q der Bevdlkerung entspricht. Der IQ der Bevodlkerung ist normalverteilt mit einem Er-
wartungswert von p=100 und einer Standardabweichung von 6=15. Da ein Unterschied postuliert wird,
ist die inhaltliche Hypothese als die Alternativhypothese auszudricken: Hq: p = 100, und die Nullhypo-
these ist entsprechend: Hy: p = 100. Die Nullhypothese besagt hier, dass die Stichprobe, die gezogen
wird, aus einer Grundgesamtheit mit dem Erwartungswert p = 100 stammt, d.h. aus einer Population
mit einem mittleren 1Q von 100. Bei positivem Ausgang des Testes wird die Nullhypothese, dass die
Grundgesamtheit, aus der die Stichprobe gezogen wurde, einen mittleren 1Q von 100 hat, als bestatigt
angenommen und damit die inhaltliche Hypothese verworfen. Die Alternativhypothese besagt in die-
sem Beispiel, dass die Stichprobe nicht aus einer Grundgesamtheit mit dem Erwartungswert p = 100
stammt, d.h. bei einem negativen Ergebnis des Testes wird angenommen, dass die Population, aus
der die Stichprobe entnommen wurde, keinen mittleren IQ-Wert von 100 besitzt und damit die inhaltli-
che Hypothese bestatigt. Auch wenn der Forscher die gegenteilige Vermutung hegt, dass der Durch-
schnitt des IQ der Studierenden dem Durchschnitt des 1Q der Bevdlkerung entspricht, werden die glei-
chen statistischen Hypothesen aufgestellt. Allerdings steckt in diesem Fall die inhaltliche Hypothese in
der Nullhypothese, da diese immer die Gleichheit, die Alternativhypothese immer die Ungleichheit
vermutet.

2.1.2. Festlegung des Signifikanzniveaus

Bei der Entscheidung Uber die Gliltigkeit der Hypothese kénnen wir unterschiedlich
strenge Malstabe anlegen. Das hangt davon ab, wie grold unsere Bereitschaft ist,
eine Fehlentscheidung zu treffen. Sind wir bereit, das Risiko zu Gibernehmen, im Mit-
tel bei 5 von 100 Stichproben ein Fehlurteil zu fallen, dann entscheiden wir uns flr
eine Signifikanzniveau (Irrtumswahrscheinlichkeit) von a=0,05 (5%) bzw. eine statis-
tische Sicherheit (Sicherheitswahrscheinlichkeit) von 1-a=0,95 (95%). In diesem Fall
genugen bereits relativ kleine Abweichungen des Stichprobenkennwertes vom Er-
wartungswert p der Stichprobenverteilung, um die Nullhypothese zurlckzuweisen.
Aussagen, denen ein Signifikanzniveau von 5% zugrunde liegt, nennt man signifi-
kant. Sie liegen auf dem ,5-Prozent-Niveau der Verlasslichkeit”.

Wir kdnnen jedoch auch hohere Anspriche an die Zuverlassigkeit unserer Entschei-
dung stellen. In diesem Fall werden wir die Hypothese nur zuruckweisen oder beibe-
halten, wenn wir sicher sein kdonnen, mit dieser Entscheidung durchschnittlich in ei-
nem von 100 Fallen einen Fehler zu begehen. Dazu legen wir eine Signifikanzniveau
von a=0,01 (1%) bzw. statistische Sicherheit von 1-a=0,99 (99%) fest. Um eine
Hypothese auf diesem Niveau zurlickzuweisen, bedarf es bereits groRerer Abwei-
chungen des Stichprobenkennwertes vom Erwartungswert u der Stichprobenvertei-
lung. Aussagen, denen ein Signifikanzniveau von 1% zugrunde liegt, nennt man sehr
signifikant. Sie liegen auf dem , 7-Prozent-Niveau der Verldsslichkeit".

Schliel3lich gibt es Probleme, bei denen der Untersuchende eine Fehlentscheidung
mit moglichst groRer Sicherheit vermeiden will. In einem solchen Fall wird die Hypo-
these erst dann zuriuckgewiesen, wenn der Test mit einem Signifikanzniveau von
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weniger als 1% fehlschlagt. Dies ist meistens «=0,001 (0,1%). Hier gelingt es nur bei
sehr groRen Abweichungen, die Nullhypothese zurickzuweisen. Diese gelten dann
als hochsignifikant oder als &ul3erst signifikant. Davon betroffene Aussagen gelten
als auf dem Signifikanzniveau von 1 Promille bzw. auf dem ,71-Promille-Niveau der
Verldsslichkeit“ gesichert.

Beispiel: Fur die Untersuchung des 1Q der Studierenden setzen wir ein Signifikanzniveau von 1% fest.

2.1.3. Auswahl des Testverfahrens

Die Testverfahren funktionieren alle nach dem gleichen Prinzip: Zu einem statisti-
schen Test gehdren fest vorgegebene statistische Hypothesen, die eben durch die-
ses Verfahren geprift werden. In Abhangigkeit davon, ob es sich um Hypothesen
uber z.B. bestimmte Durchschnitte, Haufigkeiten oder Korrelationen handelt, in Ab-
hangigkeit von der Stichprobengrélie und letztendlich natirlich auch in Abhangigkeit
vom Skalenniveau der Testdaten wird jeweils eine bestimmte Stichprobenverteilung
zugrunde gelegt: Dabei kann es sich um eine z-, t-, F-, Binomial- oder auch XZ—
Verteilung handeln. In jedem Fall handelt es sich um eine Stichprobenverteilung
(bzw. Wahrscheinlichkeitsverteilung von Stichprobenkennwerten), die es erméglicht,
mit Hilfe von Tabellenwerken die Wahrscheinlichkeit daflir zu bestimmen, dass ein
Stichprobenkennwert in einem bestimmten Malke zufalig vom Parameter p der
Stichprobenverteilung abweicht. Umgekehrt — und was hier die ausschlaggebende
Rolle spielt — Iasst sich auch bestimmen, wie weit ein Stichprobenkennwert mindes-
tens vom Erwartungswert p entfernt liegen muss, um bei einer bestimmten Irrtums-
wahrscheinlichkeit o die Nullhypothese zu verwerfen. Es lassen sich also kritische
Grenzen ermitteln, die ein Stichprobenkennwert Uber- bzw. unterschreiten muss, um
die Nullhypothese ablehnen zu mussen. Entsprechend lasst sich der Bereich mogli-
cher Stichprobenkennwerte in einen Annahmebereich und einen Ablehnungsbereich
fur die Nullhypothese aufteilen:

Q/z ‘ (X/2
W '= ;
kritische p Stichproben- y ritische X
kennwert
Grenze Grenze
Ablehnungs- | Annahme- | Ablehnungs-
bereich i bereich i bereich

In obiger Abbildung sehen wir allgemein eine Stichprobenverteilung fir die Hypothe-
se, dass der Parameter u einer Grundgesamtheit einen bestimmten Wert annimmt:
Der Durchschnitt des |Q der Studierenden ist 100, der Anteil der Frauen an der Be-
volkerung ist 50%, der Zusammenhang zwischen Einkommen und Schuhgrof3e ist
gleich Null. Die Stichprobenverteilung zeigt an, dass die Wahrscheinlichkeit, dass
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eine Stichprobe einen bestimmten Kennwert hat, mit steigender Entfernung vom Er-
wartungswert p abnimmt. Die Stichprobenverteilung geht dabei rechts und links ins
Unendliche, d.h. fur jede zufallige Abweichung des Stichprobenkennwertes vom Er-
wartungswert p gibt es eine zugehorige Wahrscheinlichkeit. Wann ist diese Abwei-
chung nicht mehr zufallig? Auf diese Frage gibt es keine ,wahre“ Antwort, die frei von
Irrtimern ist, denn rein theoretisch gibt es fur jede Abweichung eine Wahrscheinlich-
keit, und sei sie noch so minimal. Um Uberhaupt eine Antwort zu finden, wird das
Signifikanzniveau a gesetzt. Von der Stichprobenverteilung wird jeweils rechts und
links die Halfte des Signifikanzniveaus o ,abgeschnitten®, d.h. es werden kritische
Grenzen so gesetzt, dass diese vom Stichprobenkennwert in einer minimalen Anzahl
von Fallen (5%, 1% bzw. 0,01%) links unter- bzw. rechts Uberschritten werden. Da-
mit wird zwar allerdings der Irrtum zugelassen, dass die Nullhypothese auch dann
abgelehnt wird, wenn die Stichprobe nur zuféllig die kritischen Grenzen hinter sich
lasst. Aber mit einer statistischen Sicherheit von 95%, 99% bzw. 99,9% wird diese
Uberschreitung signifikant, d.h. nicht zufallig sein. Die zur Verfiigung stehenden sta-
tistischen Prufverfahren beruhen alle auf Stichprobenverteilungen, die standardisiert
sind: die z-Verteilung (Standardnormalverteilung), die t-Verteilung, F-Verteilung und
xz—VerteiIung. Damit Iasst sich der Stichprobenkennwert nicht sofort mit den kriti-
schen Grenzen vergleichen, die sich zu einem Signifikanzniveau aus den zugehori-
gen Tabellen ablesen lassen, sondern muss zum Vergleich zuerst standardisiert
werden. Der standardisierte Wert wird Prufgro3e genannt und die Berechnung der
Prufgrofe ist ein wesentlicher Bestandteil eines Signifikanztests.

Zur Auswahl eines Verfahrens geht man folgendermalien vor: Entsprechend der in-
haltlichen Hypothese sucht man sich ein Verfahren aus, die eine bestimmte statisti-
sche Hypothese prift. Die statistische Hypothese des Verfahrens muss zur inhaltli-
chen Hypothese passen. Dann muss gepruft werden, unter welchen Umstanden die
Anwendung des Verfahrens erlaubt ist. Dies umfasst:

e Skalenniveau der Messwerte der Stichprobe
e Stichprobengrolie
e weitere verfahrensspezifische Voraussetzungen

In Haus- bzw. Klausuraufgaben wird an dieser Stelle die PrifgroRe zu dem ausge-
wahlten Verfahren niedergeschrieben.

Beispiel: Fur unsere Untersuchung verwenden wir ein Verfahren zum Vergleich eines Stichprobenmit-
telwertes mit einem Populationsparameter. Es ist bei HUBER (STAT -9-) unter Punkt 3.7 ,Spezielle
Signifikanztests” angegeben. Zu vier moéglichen statistischen Hypothesen sind acht verschiedene Ver-
fahren angegeben, indem die jeweilige Berechnungsformel fir die Prifgro3e angegeben ist. Das Ver-
fahren, das wir brauchen, ist der erste Punkt der Aufzahlung. Die allgemeine Hypothese Hg: pu=pq ent-
spricht unserer oben aufgestellten Hypothese Hy: n=100, d.h. g steht stellvertretend fur den vermute-
ten Wert 100 des Erwartungswertes p. Die angegebene PrufgroRe beruht, je nachdem, ob die Stan-
dardabweichung ¢ der zu untersuchenden Grundgesamtheit (a) bekannt ist oder (b) nicht bekannt ist,
auf der Standardnormalverteilung (Formel 1a) oder auf der t-Verteilung (Formel 1b). In unserem Bei-
spiel ist die Standardabweichung mit =15 bekannt, wir benutzen also die Formel (1a) zur Berechnung
der PrifgroRe. (Voraussetzung fir dieses Verfahren ist, dass der Stichprobenumfang mindestens 30
Probanden betragt, wenn die zugrundeliegenden Messwerte nicht normalverteilt sind, da nach dem
zentralen Grenzwertsatz Gesamtheiten von Stichprobendurchschnitten erst ab 30 Personen normal-
verteilt sind. Fir Haus- oder Klausuraufgaben ist diese Unterscheidung irrelevant.)
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2.1.4. Ziehung der Stichprobe und Ermittlung der Stichprobenkennwerte

Die Stichprobe wird erhoben, die Untersuchung durchgefihrt, die Messwerte erfasst
und die Daten mit Hilfe der deskriptiven Statistik ausgewertet, um den entsprechen-
den Stichprobenkennwert zu ermitteln. In Haus- und Klausuraufgaben werden an
dieser Stelle die Werte, die zur Berechnung der PrufgroRe bendtigt werden, be-
stimmt und niedergeschrieben.

Beispiel: Wir ziehen eine Zufallsstichprobe mit 36 Studenten aus allen Universitaten Deutschlands und
verwenden einen wissenschaftlich anerkannten Intelligenztest zur Erfassung des Intelligenzquotienten
jedes einzelnen Studenten. Damit sind die Voraussetzungen flir das ausgewahlte Verfahren erfiillt. Die
statistische Auswertung der Messdaten ergeben folgende fir die Berechnung der PriifgréRe erforderli-
chen Werte: n=36, X=106, pn,=100 (der Populationsparameter unserer inhaltlichen Hypothese) und
o=15 (als bekannt vorausgesetzt).

2.1.5. Berechnung der PriifgroRe

Die Prufgrof3e wird nun berechnet, um dann vergleichen zu kdnnen, ob die kritischen
Grenzen von ihr Uber- bzw. unterschritten werden.

L _R-u_106-100 _
9% e

2.1.6. Bestimmung der kritischen Grenze

Beispiel: 24

In Abhangigkeit vom Signifikanzniveau o und der dem Verfahren zugrunde liegenden
Stichprobenverteilung werden nun die kritischen Grenzen bestimmt. Sowohl fur z- als
auch fir t-Verteilungen wird hierzu die Ubersicht zu den t-Werten bei HUBER verwen-
det. Die t-Werte sind zeilenweise nach den verschiedenen Freiheitsgraden df der t-
Verteilung und spaltenweise nach der Wahrscheinlichkeit (wie ¢), dass solch ein t-
Wert oder ein kleinerer auftritt, geordnet. Der Freiheitsgrad einer t-Verteilung be-
rechnet sich mit df=n—1, also dem um eins verminderten Stichprobenumfang. Die z-
Werte sind in dieser Ubersicht ebenfalls angegeben, und zwar in der Zeile ,*, weil
die t-Verteilung bei einem unendlich groRen Stichprobenumfang der Standardnor-
malverteilung entspricht. Aber unter welcher Wahrscheinlichkeit missen wir nach-
schauen fir ein bestimmtes Signifikanzniveau? Betrachten wir dazu folgende Abbil-
dung:
Die Gesamtflache unter einer Verteilung betragt 1, da sie
die Gesamtwahrscheinlichkeit, dass irgendein Wert auf-
“/, “/5 tritt, angibt. Das Signifikanzniveau o teilt sich in zwei
Halften auf und schneidet die Verteilung auf beiden Sei-
> ten ab. Um die rechte, zur linken spiegelbildliche kriti-
4 0 t sche Grenze zu erfahren, mussen wir also unter dem
Wert 1-%/, nachschauen.
Damit ergeben sich folgende Wahrscheinlichkeiten, unter der eine kritische Grenze
gesucht werden muss zu den verschiedenen Signifikanzniveaus:
5%: 1->%/,=0,975
1%: 1-""/, = 0,995
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Allgemein werden die kritischen Grenzen fur die z- und die t-Verteilung mit folgender
Symbolik angegeben: z,,, bzw. t, .

Folgende kritische Grenzen gelten dann also bei einem Prufverfahren, der die Stan-
dardnormalverteilung zugrunde liegt:

5%: Zy,, =245 =196
1%: 2, =2Zjq95 =2,58

Bei den kritischen Grenzen eines Prifverfahrens, der die t-Verteilung zugrunde liegt,
ist zusatzlich der Freiheitsgrad df zu bertcksichtigen. Bei einer Stichprobe von 20
Personen muss hier unter df=19 in der dem Signifikanzniveau zugehdrigen Spalte
nachgeschaut werden (ist df nicht aufgefihrt, das nachstkleinere df wahlen!):

5%: t1—%;df = toors1e = 209
1%: tiose = togesie = 2,86

Beispiel: In unserer Untersuchung wurde ein Signifikanzniveau von 1% festgesetzt. Dem Verfahren
liegt die Standardnormalverteilung zugrunde, was an der Formel der PrifgréRe abgelesen werden
kann, da hier ein z-Wert berechnet wird. Die zugehdrige kritische Grenze lautet: z; gg5 = 2,58.

2.1.7. Entscheidung uiber Annahme oder Ablehnung der Nullhypothese

Nachdem Prifgréfie und kritische Grenze ermittelt sind, kann entschieden werden,
ob der Stichprobenkennwert im Annahmebereich oder im Ablehnungsbereich fur die
Nullhypothese liegt. Dazu muss man wissen, dass die gefundene kritische Grenze
auf der rechten Seite der Stichprobenverteilung liegt und dass sich die linke Grenze
dazu spiegelbildlich auf der linken Seite befindet, also nur noch mit einem negativen
Vorzeichen versehen werden muss. Die PrufgroRe muss dann zur Annahme der
Nullhypothese zwischen diesen beiden Grenzen liegen. Man kann es sich aber auch
einfacher machen: Nimmt man den Betrag einer Prufgrofie, Iasst also ein evtl. nega-
tives Vorzeichen weg, wird eine negative Prifgrofie auf die rechte Seite gespiegelt,
und man muss zur Annahme der Nullhypothese nur noch zusehen, ob die Prifgrofie
kleiner als die positive kritische Grenze ist:

Standardnormalverteilung t-Verteilung

‘Z‘ <z, ‘t‘ < t1—°/2;df

Im anderen Fall muss die Nullhypothese verworfen werden, wodurch die Alternativ-
hypothese angenommen wird.

Im letzten Schritt wird das Ergebnis auf die der gesamten Untersuchung zugrunde
liegenden inhaltlichen Hypothese verallgemeinert. Je nachdem, ob sie entsprechend
ihrer Aussage als Ho- oder als Hi-Hypothese formuliert wurde, ist sie aufgrund der
Annahme bzw. Ablehnung der Nullhypothese nun verifiziert oder falsifiziert.

Beispiel: Als Priifgrofe hatten wir oben einen Wert von 2,4 berechnet und als kritische Grenze einen
Wert von 2,58 ermittelt. Die Prifung ergibt: |2,4] < 2,58. Damit ist die Bedingung zur Annahme der
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Nullhypothese gegeben. Unsere inhaltliche Hypothese steckte allerdings in der Alternativhypothese,
womit mit der Ablehnung der Alternativhypothese auch unsere inhaltliche verworfen ist: Studenten
haben keinen von dem der Bevolkerung verschiedenen 1Q.

2.2. Fehlerarten bei statistischen Entscheidungen

Nachdem die Nullhypothese und die Alternativhypothese formuliert sind, kann die
Untersuchung, auf Grund derer die Tragfahigkeit der inhaltlichen Hypothese ermittelt
werden soll, durchgeflhrt werden. Die Entscheidung hiertber ist jedoch erschwert,
da sich das Ergebnis der Untersuchung nur auf die Stichprobe bezieht, die in der
Untersuchung einbezogen wurde, wahrend die inhaltliche Hypothese die Verhaltnis-
se in der Population beschreibt.

Die inferenzstatistische Hypothesenprifung bezieht sich auf Hypothesen, die
fiir eine Population, der die untersuchte Stichprobe enthnommen ist, giiltig sein
sollen.

Damit ist nicht auszuschliel3en, dass das Ergebnis der Untersuchung auf Grund der
Stichprobenauswahl zufallig die Alternativhypothese bestatigt, wenngleich ,in Wahr-
heit®, d.h. bezogen auf die gesamte Population, die Nullhypothese zutrifft. Umgekehrt
kdénnen stichprobenspezifische Zufalle fur die Annahme der Nullhypothese sprechen,
wahrend in der Population die Alternativhypothese richtig ist.

Die Entscheidung, vor der der Forscher steht, lasst sich schematisch wie in folgender
Tabelle darstellen:

In der Population gilt die

Ho Hi
Entscheidung Ho richtige Entscheidung p-Fehler
zugunsten der H1 a-Fehler richtige Entscheidung

Neben den beiden richtigen Entscheidungen, bei denen auf Grund der Stichproben-
ergebnisse die Populationsverhaltnisse korrekt erschlossen werden, konnen zwei
fehlerhafte Entscheidungen getroffen werden. Entweder kann eine an sich richtige
Nullhypothese auf Grund der Stichprobenergebnisse zugunsten der Alternativhypo-
these verworfen werden (a-Fehler oder Fehler erster Art), oder es wird die Nullhypo-
these akzeptiert, obwohl die Alternativhypothese richtig ist (f-Fehler oder Fehler
zweiter Art).

In der Prifstatistik bezeichnet man eine falschliche Entscheidung zugunsten
von H, als a-Fehler (Fehler 1. Art) und eine falschliche Entscheidung zuguns-
ten von Ho als B-Fehler (Fehler 2. Art).

Der a-Fehler ist durch das Setzen des Signifikanzniveaus o bestimmt. Der Forscher
geht bewusst das Risiko ein, dass er in 1% bzw. 5% der Falle, in der er eine Stich-
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probe zieht, eine falsche Entscheidung treffen wird, namlich die an sich richtige Null-
hypothese zu verwerfen.

Der B-Fehler lasst sich grafisch folgendermal3en veranschaulichen:

)

NI

N

R >
21 gy Zy o z

Links sehen wir die Normalverteilungskurve der Nullhypothese. Diese wird ange-
nommen, wenn die PrufgroRe innerhalb der zugehdrigen und eingezeichneten Kkriti-
schen Grenzen liegt. Im Falle des B-Fehlers ist die Nullhypothese aber falsch, die
Alternativhypothese ist richtig, die zugehoérige Normalverteilungskurve ist rechts dar-
gestellt. Diese ist maRgeblich fir die Wahrscheinlichkeit des Zustandekommens ei-
ner PrifgroRe. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Prufgrofie zwischen die vom For-
scher aufgestellten kritischen Grenzen fallt, und damit seine falsche Hypothese bes-
tatigt wird, ist durch die schraffierte Flache dargelegt. Die Grolie des B-Fehler lasst
sich nur berechnen, wenn sowohl die falsche als auch die wahre Hypothese bekannt
ist und dies ist nur in konstruierten Beispielen der Fall. Allerdings kann man aufgrund
obiger Abbildung folgende Einflussgro3en des B-Fehler aufstellen:

e Unterschied zwischen hypothetischem und tatsachlichem Mittelwert:
Je mehr die beiden Kurven in obiger Abbildung auseinander liegen, desto kleiner
ist die schraffierte Flache: je groRer der Unterschied, desto kleiner f.

e Fehlerwahrscheinlichkeit o
Je mehr die z-Grenzen beieinander liegen, desto kleiner ist die dargestellte Fla-
che: je grofder a, desto kleiner 3.

Die folgenden zwei Faktoren beeinflussen die Streuung einer Stichprobenvertei-
lung: o, =c/vh. Je kleiner die Streuung o, desto schmaler die Kurven, desto klei-
ner die schraffierte Flache.

e Stichprobenumfang n: je grolker n, desto kleiner 3

e der Streuung o der Messwerte: je kleiner o, desto kleiner (3

e (verwendetes Testverfahren)

In jeder statistischen Prufung ist darliber zu entscheiden, ob man lieber einen Fehler
erster Art oder zweiter Art in Kauf nehmen mdéchte. Dabei wird man sich an den Kon-
sequenzen orientieren, die mogliche Fehlentscheidungen haben konnen: Die
Freigabe eines toxischen, aber statistisch als nicht toxisch ,erwiesenen® Medikamen-
tes oder die Einfuhrung eines neuen Lehrplanes an allen Schulen Deutschlands auf-
grund einer nicht wirksamen, statistisch aber als wirksam bestatigte Lehrmethode
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oder die Anerkennung einer unwirksamen, aber statistisch als wirksam anerkannte
Therapiemethode von den Krankenkassen sind mogliche Konsequenzen einer Fehl-
entscheidung, wo sich jeder Forscher klar werden muss, was eine Fehlentscheidung
in seinem Fall bedeutet. Die folgenden Alternativen verdienen daher Beachtung:

o |Ist es sehr folgenschwer, eine bestimmte Nullhypothese falschlicherweise abzu-
lehnen, werden wir dieses Risiko mdglichst klein halten, also ein hohes Signifi-
kanzniveau wahlen.

o Ist es dagegen folgenschwer, eine Nullhypothese falschlich anzunehmen, emp-
fiehlt es sich, mit geringerer Verlasslichkeit zu prifen.

2.3. Zur Bedeutung der Bestatigung oder Ablehnung einer Hypothese

Bei weitem der groflte Teil aller Experimente und empirischen Untersuchungen in
den Sozialwissenschaften ist auf die ZurlUckweisung der Nullhypothese gerichtet
bzw. — positiv ausgedriickt — auf den Nachweis verlasslicher (signifikanter) Unter-
schiede. Dabei bezieht sich die statistisch prufbare Nullhypothese stets auf die Pa-
rameter einer Grundgesamtheit, wobei zur Prifung jedoch Stichprobenbefunde ver-
wendet werden. Die Nullhypothese kann daher durch Stichprobenergebnisse gunsti-
genfalls widerlegt, keinesfalls jedoch ,bewiesen“ werden. Vielmehr bleibt die Null-
hypothese — auch wenn sie durch empirische Befunde nicht zurickgewiesen werden
kann — nur eine haltbare Hypothese, vielleicht eine von vielen und einander wider-
sprechenden haltbaren Hypothesen. Uber die Richtigkeit von Hypothesen ist damit
noch nichts ausgesagt.

,Eine Hypothese anzunehmen heil}t lediglich, diese Hypothese der anderen vorzu-
ziehen. Es bedeutet nicht, dass wir diese Hypothese fur unbedingt richtig halten. ...
Wenn eine Hypothese abgelehnt wird, so heil3t dies nur, dass nach der vereinbarten
Vorschrift die andere Hypothese vorzuziehen ist, und schlie3t nicht die Aussage ein,
dass die Hypothese falsch ist.“ (E. WEBER, 1972, S. 172)

Beispiel eines Signifikanztests: Vergleich eines Stichprobenmittelwertes
mit dem Populationserwartungswert p (mit o bekannt)

Angaben: Der Durchschnitt des |Q der Studenten soll nicht identisch mit dem Durch-
schnitt des 1Q der Bevdlkerung sein. Der 1Q der Bevdlkerung ist N(100;15)-verteilt.
Es wird eine Stichprobe von 36 Personen erhoben. Der Durchschnitt des IQ dieser
Stichprobe betragt 106. Es soll auf dem 1%-Niveau auf Signifikanz gepruft werden.

1. Statistische Hypothesen: Ho: u=100 Hq:pn=100
2. Festlegung des Signifikanzniveaus: o= 0,01
. X—Hg
3. Auswahl des Verfahrens: z=
O,
A
4. Stichprobenwerte: X =106
wo = 100
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c =15

n =36
5. Berechnung der Priifgré3e: z= méﬂ =24
® 5
6. Ermittlung der kritischen Grenze: Z1 ., =Z 00y = Zgges = 298
7. Entscheidung: |2,4] <2,58

= Nullhypothese wird beibehalten

Damit ist auf dem Signifikanzniveau von 1% die Hypothese verworfen, dass Studen-
ten einen anderen 1Q besitzen als die Normalbevoélkerung.

Beispiel eines Signifikanztests: Vergleich eines Stichprobenmittelwertes
mit dem Populationserwartungswert p (mit c unbekannt)

Angaben: Der Durchschnitt der SchuhgroRe der Studenten soll identisch sein mit
dem Durchschnitt der Schuhgrofe der Bevdlkerung. Die mittlere Schuhgrofie der
Bevolkerung betragt nach Angaben des deutschen Verbandes der Schuhhersteller
Grolke 42. Die Streuung der SchuhgréfRen in der Bevolkerung sei aber leider nicht
bekannt. Es wird eine Stichprobe von 35 Personen erhoben. Als Durchschnitt der
Schuhgrélie dieser Stichprobe wurde GroRRe 40,7, als Standardabweichung die Gro-
Re 2,7 ermittelt. Es soll auf dem 5%-Niveau auf Signifikanz gepruft werden.

1. Statistische Hypothesen: Ho: u=42 Hy:p=42
2. Festlegung des Signifikanzniveaus: a=0,05
3. Auswahl des Verfahrens: t= %; df = n-1
7
4. Stichprobenwerte: X =40,7
Ho = 42
s =27
n =35
5. Berechnung der Priifgré3e: t= 420 77 —42 _ 2,85
e
6. Ermittlung der kritischen Grenze: by ogar = by oossa5 4 = togrsas =203
7. Entscheidung: |-2,85| >2,03

= Nullhypothese wird abgelehnt

Damit ist mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% die Hypothese widerlegt, dass
Studenten die gleiche SchuhgroRe wie die Normalbevdlkerung besitzen.
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2.4. Variante des Tests: Die Uberschreitungswahrscheinlichkeit P

Bei der Durchfuhrung eines Signifikanztests haben wir das Problem, dass ein Signi-
fikanzniveau gesetzt wird, welches eine Wahrscheinlichkeit darstellt, und eine Prif-
grolde berechnet wird, die ein z- oder t-Wert ist. Beides lasst sich nicht ohne weiteres
vergleichen. Da die z- bzw. t-Werte und die Wahrscheinlichkeiten zu ihnen eine ein-
deutige Beziehung zueinander haben, die sich in den Tabellen auldert, wird dieses
Problem dadurch geldst, dass zum Signifikanzniveau die entsprechende kritische
Grenze ermittelt wird, die sich dann mit der Prifgrofie vergleichen lasst. Man kann
auch umgekehrt vorgehen, indem man zur PrufgroRe eine Wahrscheinlichkeit be-
stimmt, die Uberschreitungswahrscheinlichkeit P, und diese dann mit dem Signifi-
kanzniveau, der Irrtumswahrscheinlichkeit a, vergleicht. Die Uberschreitungswahr-
scheinlichkeit ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Stichprobenkennwert einer Zufalls-
stichprobe mehr vom Erwartungswert u als der im Experiment ermittelte Stichproben-
kennwert abweicht. Folgende Abbildungen verdeutlichen diesen Sachverhalt an der
Standardnormalverteilung:

N(0;1)
03 /2 ‘ 03 /2
kritische 0 prafgréie | ritische z
Grenze Grenze
Ablehnungs- | Annahme- | . Ablehnungs-
bereich i bereich i bereich
N(0;1)
P/z P/2
} : |
-PriifgréRe 0 Priifgré3e z

In der oberen Abbildung ist das bisherige Prufverfahren mit der Irrtumswahrschein-
lichkeit o, in der unteren die neue Variante mit der Uberschreitungswahrscheinlich-
keit P dargestellt. Bisher hatten wir zu der Irrtumswahrscheinlichkeit o die entspre-
chenden kritischen Grenzen ermittelt und mit der PrifgréfRe verglichen. In der neuen
Variante ermitteln wir zur PrifgréRe die Uberschreitungswahrscheinlichkeit P und
vergleichen diese mit der Irrtumswahrscheinlichkeit a. Wie die obige Abbildung er-
kennenlasst, liegt die Prufgrofe innerhalb der kritischen Grenzen, wodurch die Null-
hypothese bestatigt wird. Entsprechend konnen wir der unteren Abbildung entneh-
men, dass die Nullhypothese dann bestatigt wird, wenn die Uberschreitungswahr-
scheinlichkeit P gréRer als das Signifikanzniveau o wird.
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Aber wie wird die Uberschreitungswahrscheinlichkeit P berechnet? Die Uberschrei-
tungswahrscheinlichkeit P besteht, wie es in der unteren Abbildung deutlich wird, aus
zwei gleich grofRen, zur Null spiegelbildlichen Flachen. Die rechte Flache lasst sich
berechnen, indem wir von der Gesamtwahrscheinlichkeit 1 den ¢-Wert des Absolut-
betrags der PrufgroRe abziehen, also die Flache unter der Kurve links von dem posi-
tiven Prufwert, der sich in der Abbildung rechts befindet. Nun brauchen wir den so
erhaltenen Wert nur noch zu verdoppeln, da die linke Halfte der Uberschreitungs-
wahrscheinlichkeit P genauso grof} ist wie die rechte Halfte:

P=2:(1-¢(4)

Der ¢p-Wert zum positiven z-Wert einer Prifgréfie lasst sich bei HUBER in der Tabelle
zur Standardnormalverteilung ablesen.

Beispiel: In der Untersuchung Uber den 1Q der Studenten wird die Uberschreitungswahrscheinlichkeit P
wie folgt berechnet: P = 2-(1-¢( 12,4 )) = 2:(1-0,992) = 0,016. Der Vergleich mit dem Signifikanzniveau
von a=0,01 ergibt, dass die Uberschreitungswahrscheinlichkeit P groRer ist: 0,016 > 0,01. Damit ist die
Nullhypothese bestatigt.

Analog konnte man auch zur t-Verteilung eine Uberschreitungswahrscheinlichkeit P
fur eine t-PrufgroRe berechnen. Allerdings ist das unublich und die gelaufigen Tabel-
lenwerke lassen oft das Ablesen der Wahrscheinlichkeit zu einem t-Wert nur einge-
schrankt zu (auf die Werte fur die Signifikanzniveaus eingeschrankt, da die Tabellen
nur zum Ablesen der kritischen Grenzen dienen).

Die Uberschreitungswahrscheinlichkeit P hat den Vorteil, dass man direkt erkennen-
kann, auf welchem Niveau der Verlasslichkeit eine Aussage signifikant ist. Oft wird in
der Forschung kein Signifikanzniveau zugrunde gelegt, sondern es wird die Uber-
schreitungswahrscheinlichkeit P ausgerechnet, um zu sehen, auf welchem Signifi-
kanzniveau eine Hypothese bestatigt wird. So hat es sich in Fachzeitschriften und
Forschungsberichten eingeburgert, bei der Darstellung empirischer Ergebnisse die
drei Signifikanzniveaus durch Abkurzungen und Symbole wie folgt zu kennzeichnen:

Uberschreitungs- > 0,05 <0,05 <0,01 < 0,001
wahrscheinlichkeit

Bedeutung nicht signifikant signifikant sehr signifikant hochsignifikant
Abklirzung n.s. S. S.S. h.s.
Symbol * *% *k%k

Auch bei der EDV-gestitzten Auswertung werden die Ergebnisse oft durch Angabe
der Uberschreitungswahrscheinlichkeit P vom Rechner ausgegeben.

Beispiel zur Variante des Signifikanztests:
Vergleich eines Stichprobenmittelwertes mit dem Populations-
parameter p mit Hilfe der Uberschreitungswahrscheinlichkeit P

Das folgende Beispiel zum 1Q der Studenten ist bis auf Punkt 6 und 7 mit der bishe-
rigen Vorgehensweise identisch (s. Musterbeispiel auf S. 19).

1. Statistische Hypothesen: Ho: u=100 Hq: =100
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2. Festlegung des Signifikanzniveaus: a=0,01

3. Auswahl des Verfahrens: z=X"Ho
(o)
T
4. Stichprobenwerte: X =106
o= 100
c =15
n =36
5. Berechnung der Priifgré3e: z= 1?2& =24
M
6. Uberschreitungswahrscheinlichkeit P: P=2(1-0(]2,4]))=0,016
7. Entscheidung: 0,016 > 0,01

= Nullhypothese wird beibehalten

Damit ist mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 99% die Hypothese verworfen,
dass Studenten einen anderen 1Q als die Normalbevdlkerung besitzen.

2.5. Einseitige Signifikanztests

Mit der bisher erlauterten Vorgehensweise zur Priufung der Signifikanz eines Stich-
probenergebnisses kdnnen wir nur unspezifische bzw. ungerichtete Hypothesen tes-
ten. Das sind Hypothesen, die nur die Gleichheit im Falle der Nullhypothese bzw. die
Ungleichheit im Falle der Alternativhypothese postulieren: Studenten haben einen
Durchschnitts-IQ von 100 oder nicht, der Anteil der Frauen an hoch dotierten Posten
betragt 50% oder nicht etc. Um ungerichtete Hypothesen zu prifen, setzen wir — wie
besprochen — ein Signifikanzniveau, das auf beiden Seiten einer Stichprobenvertei-
lung liegt, wodurch auf beiden Seiten kritische Grenzen bestimmt sind, deren Unter-
bzw. Uberschreitung durch die PrifgroRe die Nullhypothese verwerfen, also die
Gleichheit ablehnen und die Ungleichheit bestatigen lasst. Umgekehrt lasst die
Nichtuberschreitung der kritischen Grenzen durch die Prifgrof3e die Nullhypothese
beibehalten, also die Gleichheit annehmen und die Ungleichheit verwerfen. Da das
Signifikanzniveau auf beiden Seiten der Stichprobenverteilung liegt, nennt man ein
solches Verfahren auch einen zweiseitigen Signifikanztest.

Oft méchte der Forscher aber spezifische bzw. gerichtete Hypothesen prifen: Ob
eine Therapiemethode besser ist als eine andere, ob sich der Anteil der Singles an
der deutschen Bevdlkerung in Grol3stadten erhéht hat gegenlber der letzten 10 Jah-
re oder ob sich der 1Q einer Person ab 20 Jahren mit seinem Lebensalter stetig ver-
ringert (das konnte Ubrigens in dieser Allgemeinheit widerlegt werden). Gerichtete
Hypothesen fordern die signifikante Abweichung eines Stichprobenkennwertes vom
Erwartungswert p der Stichprobenverteilung in eine bestimmte Richtung, namlich
entweder nach oben oder nach unten, in Richtung héher oder niedriger, als Verbes-
serung oder Verschlechterung. Es handelt sich also um eine Spezifizierung bzw.
Richtungsgebung der Alternativhypothese H4: Soll der Stichprobenkennwert die kriti-
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sche Grenze auf der linken oder auf der rechten Seite der Stichprobenverteilung U-
berschreiten? Fur diesen Zweck wird die Alternativhypothese (und nur die Alternativ-
hypothese!) nun entsprechend der gerichteten inhaltlichen Hypothese spezifisch um-
formuliert. In dem uns bekannten Beispiel, dass der durchschnittliche 1Q der Studen-
ten hoher sei als der mittlere Wert der Bevdlkerung, schreibt man H4: u > 100
(rechtsseitige Fragestellung), und fir den Fall, dass der mittlere IQ unter dem durch-
schnittlichen Wert der Bevdlkerung liegen soll, schreibt man Hq: n < 100 (linksseitige
Fragestellung). Die Nullhypothese behalt ihr Postulat der Gleichheit und verandert
bei manchen Autoren ihre Schreibweise nicht, andere Autoren und auch Herr HUBER
berucksichtigen in der Nullhypothese die gegenteilige Richtung der Alternativhypo-
these. Allgemein gibt man far inhaltliche, gerichtete Hypothesen, die sich auf Durch-
schnitte von metrischen MessgrofRen beziehen, die statistischen Hypothesen in fol-
gender Form wieder:

Fragestellung Nullhypothese Alternativhypothese |Bedeutung der H,-Hypothese

rechtsseitig Ho: 1< o Hi:uw> o Stichprobenkennwert weicht
signifikant nach oben ab
linksseitig Ho: > po Hi:pw<po Stichprobenkennwert weicht

signifikant nach unten ab

Dementsprechend braucht man nur noch auf einer Seite das Signifikanzniveau anzu-
legen und man unterscheidet links- und rechtsseitige Signifikanztests. Allgemein
spricht man von einseitigen Tests.

2.5.1. Rechtsseitiger Test

N(0;1)
Hiq: H>Uo
o
| T >
0 witische ~ Préfaroe 2
Grenze

Annahme- | Ablehnungs-
bereich | bereich

Beim rechtsseitigen Test postuliert die Alternativhypothese die signifikante Abwei-
chung des Stichprobenkennwertes nach oben. Entsprechend befindet sich das Signi-
fikanzniveau o in seiner Gesamtheit auf der rechten Seite und nicht nur zur Halfte.
Damit verandert sich auch die Berechnung der Wahrscheinlichkeit, unter der die kri-
tische Grenze in der t-Wert-Tabelle im Anhang des Skriptes von Herrn HUBER ge-
sucht wird. Diesmal erhalt man die Wahrscheinlichkeit, indem von der Gesamtwahr-
scheinlichkeit 1 den ganzen Wert des Signifikanzniveaus abzieht: 1-a. Dieser Wert
entspricht der Sicherheitswahrscheinlichkeit, beim 5%-Niveau also 0,95 und beim
1%-Niveau 0,99.
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Im Falle einer z-Prifgrof3e erhalten wir flr einseitige Tests also zwei neue kritische z-
Grenzen, die in der Zeile , " der t-Wert-Tabelle abgelesen werden konnen:

5%: Z1-o = Z1-0,05 = Zo,95 = 1,64
1%: Z1-4 = Z1-0,01 = Zo,99 = 2,33

Im Falle einer t-PrufgrofRe missen wir dementsprechend bei einseitigen Tests unter
der Spalte ,0,95" im Falle eines 5%-Niveaus und unter der Spalte ,0,99 im Falle ei-
nes 1%-Niveaus nachschauen. Auch hier missen wir zusatzlich den Freiheitsgrad
df=n—1 bericksichtigen, indem wir in der entsprechenden Zeile die kritische t-Grenze
nachschauen. Die kritischen Grenzen im Fall eines Stichprobenumfangs von n=20
lauten:

5%: t1_qaf = t1-0,05:20-1 = to.95.19 = 1,73

1%: t1_a:df = t1-0,01:20-1 = to,90:19 = 2,54

Vergleicht man die kritischen Grenzen vom einseitigen Test mit denen vom zweisei-
tigen, so fallt auf, dass die vom einseitigen Test stets kleiner sind. Das verwundert
kaum, da doch das Signifikanzniveau nicht mehr halbiert wird, sondern in seiner Ge-
samtheit die rechte Seite der Stichprobenverteilung abschneidet. Daraus folgt, dass
die kritischen Grenzen beim einseitigen Test naher zur Innenseite der Stichproben-
verteilung liegen, also kleiner sind als die kritischen Grenzen beim zweiseitigen Test.
Dies hat zur Konsequenz, dass die Wahrscheinlichkeit, dass die Hp-Hypothese
abgelehnt wird, beim einseitigen Test groer ist als beim zweiseitigen Test. Beim
einseitigen Test wird eine Ho-Hypothese eher verworfen als beim zweiseitigen Test.

Zur Annahme der Nullhypothese muss die PrifgrélRe kleiner sein als die kritische
Grenze, im anderen Falle ist die Alternativhypothese bestatigt:

Bedingung zur Annahme der Nullhypothese bei einem rechtsseitigen Test

Standardnormalverteilung t-Verteilung

Z<Ziq t <ty_oar

2.5.2. Linksseitiger Test

N(0:1)

%
NV

Priifgrée kritische 0
Grenze
Ablehnungs- .|. Annahme-
bereich i bereich
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Beim linksseitigen Test postuliert die Alternativhypothese diesmal die signifikante
Abweichung des Stichprobenkennwertes nach unten. Entsprechend befindet sich
das Signifikanzniveau o auf der linken Seite, auch wieder in seiner Gesamtheit. Das
hat die gleichen Konsequenzen flur die Bestimmung der kritischen Grenzen wie bei
der rechtsseitigen Fragestellung, allerdings befinden sich diese jetzt auf der linken
Seite, befinden sich also im negativen Bereich der Verteilung. Die kritischen Grenzen
werden also auf die gleiche Weise bestimmt wie beim rechtsseitigen Test, werden
aber mit einem negativen Vorzeichen versehen:

Standardnormalverteilung: 5%: —21-¢ = —Z1-0,05 = —Z0,95 = —1,64
1%: —Z1-o = —Z1-0,01 = —Z0,99 = —2,33
t—Verteilung: 5%: —t1_a;df = —t1_0,05;20_1 = —t0:95;19 =-1 ,73

1%: —t1_o:af = —t1-0,01:20-1 = —t0,99:19 = —2,54

Wie in der Abbildung ersichtlich, muss zur Annahme der Nullhypothese die Prifgro-
Re diesmal groller sein als die kritische Grenze, im anderen Falle ist die Alternativ-
hypothese bestatigt:

Bedingung zur Annahme der Nullhypothese bei einem linksseitigen Test

Standardnormalverteilung t-Verteilung

Z>-Z14 t> —ty oo

2.5.3. Die Uberschreitungswahrscheinlichkeit P bei einseitigen Tests
Die Uberschreitungswahrscheinlichkeit P fiir eine z-PriifgroRe lasst sich einfach be-

rechnen. Da das Signifikanzniveau einseitig ist, wird auch P einseitig ermittelt. Als
Berechnungsformel ergibt sich hiermit:

P=1-¢zl)

Hx X
Die Annahmebedingung fir die Nullhypothese ist die gleiche wie im Fall des zweisei-
tigen Tests und unabhangig davon, ob ein links- oder rechtsseitiger Test vorliegt.
Dadurch vereinfacht sich die Durchfiihrung von Tests erheblich, wenn die Variante
Uber die Uberschreitungswahrscheinlichkeit benutzt wird:

Annahmebedingung fur die Nullhypothese bei ein- und zweiseitigen Tests

P>a
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2.5.4. Vereinfachung der Annahmebedingung fiir die Ho-Hypothese

Die Durchfuhrung eines einseitigen Prufverfahrens mutet etwas kompliziert an, wenn
sie Uber die Variante mit den kritischen Grenzen berechnet wird: die kritischen Gren-
zen sind mal positiv, mal negativ zu nehmen, und beim Vergleich muss die Prufgro-
Re mal groRer, mal kleiner als die kritische Grenze sein. Daher seien ein paar Re-
geln genannt, deren Beachtung die Anwendung eines einseitigen Verfahrens erleich-
tern:

¢ Ist in der inhaltlichen Hypothese die Rede von ,groRer”, ,besser®, ,hdher®, ,weiter”
etc., so lautet die Alternativhypothese Hq: n > po. Ist hingegen die Rede von ,klei-
ner®, ,schlechter®, ,niedriger®, ,naher” etc. so lautet sie: H¢: n < po. Die Richtung
der inhaltlichen Hypothese schlégt sich also im Vergleichszeichen der Alternativ-
hypothese nieder.

e Enthalt dann die Alternativhypothese ein ,>"“-Zeichen, so ist die einseitige kritische
Grenze (1-a!) positiv, enthalt sie ein ,<“-Zeichen, so ist sie negativ. Die Richtung
des Vergleichszeichens in der H, verweist also auf das Vorzeichen.

e Der Vergleich des Priufwertes mit der kritischen Grenze muss zur Annahme der
Ho-Hypothese dasselbe Vergleichszeichen ergeben, wie sie in ihr formuliert wur-
de. Ergibt der Vergleich das Vergleichszeichen der Hi-Hypothese, so ist diese an-
genommen. Es wird die Hypothese beibehalten, deren Vergleichszeichen besta-
tigt wird.

In manchen Lehrbuchern wird vorgeschlagen, die Annahmebedingung beim einseiti-
gen Test genauso durchzufihren wie beim zweiseitigen Test:

Annahmebedingung fur die Nullhypothese bei ein- und zweiseitigen Tests

| Pri]fgrél?se\ < positive kritische Grenze

Das scheint auf den ersten Blick zu funktionieren, da durch die Verwendung des Ab-
solutbetrags der Prifgrofde und der positiven kritischen Grenze ein moglicher links-
seitiger Test gespiegelt, also zum rechtsseitigen Test transformiert wird und die An-
nahmebedingung fur den rechtsseitigen Test verwendet wird. Der Haken an der Sa-
che ist, dass in zwei von acht moéglichen Vergleichssituation diese Art der Prifung
fehlschlagt:

1. Ist der Test rechtsseitig (H1: u>pp) und damit die kritische Grenze positiv, die Pruf-
grélke aber negativ, kann es bei genltigend grol’em Absolutbetrag der Prifgréflie
passieren, dass die Nullhypothese falschlicherweise abgelehnt wird.

Beispiel: Die PrufgroRe lautet z=—2,9 und die kritische Grenze z,_,=2,54. Da -2,9 kleiner als 2,54
ist, liegt —2,9 im Annahmebereich flir die Nullhypothese. Die Priifung nach obigem Vorschlag ergibt
aber: |-2,9| > 2,54, womit die Nullhypothese falschlicherweise abgelehnt wird.

2. Das gleiche gilt fur den umgekehrten Fall: Ist der Test linksseitig (H1: p<upo) und
damit die kritische Grenze negativ, die Prufgro3e aber positiv, kann es bei einer
genugend grolRen PrifgroRe ebenfalls passieren, dass die Nullhypothese falschli-
cherweise abgelehnt wird.

Beispiel: Die PrufgroRe lautet z=2,9 und die kritische Grenze z;,_,=—2,54. Da 2,9 groRer als —2,54
ist, liegt 2,9 im Annahmebereich fiir die Nullhypothese. Die Prifung nach obigem Vorschlag ergibt
aber: [2,9] > 2,54, womit die Nullhypothese falschlicherweise abgelehnt wird.
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Dieser Vorschlag wird haufig damit begrindet, dass die Ubliche Prifung mit Bertck-
sichtigung der Vor- und Vergleichszeichen zu einer etwas komplizierten und fur den
Anfanger verwirrenden Formulierung der Annahmebedingungen fuhrt. Dabei wird
aber nicht auf die beiden Moglichkeiten einer Fehlentscheidung hingewiesen. Es
empfiehlt sich, die einseitigen Tests mit den Regeln durchzuflhren, die ich angege-
ben habe und ja doch recht einfach zu merken sind. Im Falle eines ,Blackouts® in der
Klausur mag man sich daran erinnern, dass die Prufung in 75% der mdglichen Falle
mit der Annahmebedingung fur den zweiseitigen Test klappt. Am besten kommt man
weg, wenn die Variante ,Uberschreitungswahrscheinlichkeit‘ benutzt wird und in der
Klausur- oder Hausaufgabe die andere Variante nicht verlangt wird.

2.6. Signifikanztests bei Haufigkeiten (Approximativer Binomialtest)

Bei dichotomen Daten kann die signifikante Abweichung der Haufigkeit p einer Aus-
pragung des untersuchten Merkmals einer Stichprobe von einem Populationspara-
meter n gepruft werden. Es wird das Verfahren (2) (HUBER, STAT -9-) angewendet.
Dem Verfahren zugrunde liegt die Standardnormalverteilung, wie sie im Kapitel
»Stichprobenverteilungen von Haufigkeiten« auf S. 9 vorgestellt wurde. Fir diese
Standardnormalverteilung gilt:

Wenn man diese Berechnungsformeln fur die Stichprobenverteilungsparameter p
und o, statt dem Stichprobendurchschnitt X die Stichprobenhaufigkeit p der Auspra-
gung des gemessenen Merkmals und anstelle po das Symbol =y in die z-Formel zur
Berechnung der Prufgrof3en von Durchschnitten (Formel (1a), HUBER, STAT -9-) ein-
setzt, so ergibt sich:

7\/5 Tco-(1—7c0)
n

Diese PrufgrofRe ist genauso handzuhaben wie die bisher besprochenen Prufgrofien.
Allerdings ist vor der Anwendung die Voraussetzung zu prifen, dass die Stichpro-
benverteilung von Stichprobenhaufigkeiten in Abhangigkeit vom Stichprobenumfang
n durch eine Standardnormalverteilung reprasentiert werden darf (s. S. 10):

n>—9
- (1 - n)
Beispiel eines einseitigen Signifikanztests:
Vergleich der Auspragungshaufigkeit p einer Stichprobe
mit dem Populationsparameter n (Approximativer Binomialtest)

Angaben: Die inhaltliche Hypothese lautet, dass in einer bestimmten Berufsgruppe
Frauen unterreprasentiert (< 50%) seien. Dies soll auf einem 5%-Niveau gepruft
werden. Eine entsprechende Zufallsstichprobe mit 50 Personen ergab einen Anteil
von 20 Frauen.
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1. Statistische Hypothesen: Ho: t>0,5 Hyu:n<0,5

2. Festlegung des Signifikanzniveaus: a=0,05
3. Auswahl des Verfahrens: z= __P~T
[T, (- T, )
n
_ 9 9
Voraussetzung: n> = =36
n,-(1-m,) 05-(1-05)
4. Stichprobenwerte: n =50 (Voraussetzungn > 36 o0.k.)
f =20 =p="n="Y5=04
o = 0,5
5. Berechnung der Priifgré3e: Z= M =-141
05-05
50
Variante ,Kritische Grenze*:
6. Ermittlung der kritischen Grenze: ~Z o =—Z1 005 = Zges = — 164
7. Entscheidung: -1,41 >-1,64

= Nullhypothese wird beibehalten

Variante ,Uberschreitungswahrscheinlichkeit:

6. Uberschreitungswahrscheinlichkeit: P =1-d( | -1 41 | )=1-0,919 = 0,081
7. Entscheidung: 0,081 > 0,05

= Nullhypothese wird beibehalten

Damit ist mit einer statistischen Sicherheit von 95% die Hypothese widerlegt, dass
Frauen in einer bestimmten Berufsgruppe unterreprasentiert seien.

3. Konfidenzintervalle

Nachdem wir Signifikanztests zum Vergleich eines Stichprobenkennwertes (bisher
Durchschnitte und Haufigkeiten) mit dem zugehoérigen Populationsparameter ken-
nengelernt haben, stellt sich die Frage, wie der Parameter einer Grundgesamtheit
bestimmt werden kann. Leider sind die Parameter zumeist unbekannt. In diesem Fall
mussen wir sie durch die Kennwerte aus der Stichprobe bestimmen. Wir betrachten
hierzu die Kennwerte der Stichprobe aber als (mehr oder minder gute) Schéatzwerte
fur die entsprechenden Parameter der Grundgesamtheit und missen davon ausge-
hen, dass die Kennwerte von Zufallsstichprobe zu Zufallsstichprobe schwanken.

Stichprobenkennwerte als Schatzwerte fur Populationsparameter sind als Werte ei-
ner Zufallsvariablen anzusehen, deren Verteilung bekannt sein muss, wenn wir die
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Brauchbarkeit des konkreten Schatzwertes richtig bewerten wollen. Diese Verteilung,
die wir im ersten Kapitel Stichprobenverteilung genannt haben, ist uns jedoch nur
teilweise bekannt. Wir kennen— zumindest, wenn wir als Stichprobenkennwert erneut
vorerst nur das arithmetische Mittel betrachten — ihre Verteilungsform, denn diese ist
nach dem zentralen Grenzwertsatzes normalverteilt (n>30). Auch ihre Streuung
(Standardfehler) kennenwir bereits, die wir mit o/Yn bzw., wenn ¢ unbekannt, mit
s/\n angeben kénnen (s. S. 8 und 9). Unbekannt ist aber noch immer der zu schét-
zende Parameter pu. Nach wie vor ist damit die Frage offen, was wir Uber diesen un-
bekannten Parameter wissen, wenn wir nur das Ergebnis einer Stichprobenuntersu-
chung kennen.

Wir wollen folgendes Gedankenexperiment machen. Wir wissen, dass ein
normalverteilter Stichprobenkennwert mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit in
einem bestimmten Abstand vom Parameter p entfernt liegt. Mit einer
Wahrscheinlichkeit von 95% weicht er um 1,96 Standardabweichungen ab und mit
einer Wahrscheinlichkeit von 99% um 2,58 Standardabweichungen. Das sind unsere
kritischen Grenzen. Nehmen wir nun den ungunstigsten Fall an, dass unser
Stichprobenkennwert tatsachlich um ganze 1,96 bzw. 2,58 Standardabweichungen
vom Erwartungswert p liegt. Dann kann er das unterhalb oder oberhalb des Parame-
ters tun:

a/2 a/z

v

T T » T T

X W noX

Wenn der Stichprobenkennwert im Extremfall mit einer Wahrscheinlichkeit von 95%
um 1,96 bzw. mit einer Wahrscheinlichkeit von 99% um 2,58 Standardabweichungen
vom Parameter u abweicht, so kann man zwangslaufig daraus schlie®en, dass um-
gekehrt der gesuchte Parameter u ebenfalls um die angegebenen Standardabwei-
chungen von dem ermittelten Stichprobenkennwert entfernt liegen muss. Damit ha-
ben wir eine Bewertung daflir gefunden, wie brauchbar der Stichprobenkennwert als
Schatzwert fur den unbekannten Parameter ist. Wir kdnnen angeben, in welchem
Bereich der Parameter un um den Kennwert zu einer bestimmten Wahrscheinlichkeit
vermutet werden kann. Dieser Bereich wird Konfidenzintervall genannt und die
Wahrscheinlichkeit, dass der Parameter in diesem Konfidenzintervall liegt, die Si-
cherheitswahrscheinlichkeit 1-a (Konfidenzniveau, Konfidenzkoeffizient):

|

| |
| ' | | >
untere X obere
Grenze Grenze

Das Konfidenzintervall berechnet sich je nach Fall etwas unterschiedlich. Im Prinzip
liegt jedoch immer eine Normal- bzw. t-Verteilung zugrunde. Fur die untere Grenze
des Konfidenzintervalls wird vom Stichprobenkennwert ein Abstand entsprechend
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der kritischen Grenze zu einer Sicherheitswahrscheinlichkeit abgezogen, fur die obe-
re Grenze dieser Abstand auf den Stichprobenkennwert aufaddiert. Dieser Abstand
berechnet sich, indem die kritische Grenze zu einem Konfidenzniveau mit der Streu-
ung der Stichprobenverteilung, die ja bekannt ist, multipliziert wird, da die kritischen
Grenzen z-Werte sind und diese dadurch gewonnen werden, indem Abstande durch
Streuungen dividiert werden. Der Vorgang der z-Transformation wird also einfach
umgekehrt. Fir drei verschiedene Falle werden wir Konfidenzintervalle berechnen:

3.1. Konfidenzintervall eines Parameters p mit bekanntem o

Voraussetzung: o bekannt

— (&)
Berechnung: H=XtZ,  —
-4 \/ﬁ

Eine weitere Voraussetzung hierfur ist eigentlich, dass die Stichprobe mehr als 30
Personen umfasst, wenn die zugrundeliegenden Messwerte nicht normalverteilt sind,
da nach dem zentralen Grenzwertsatz Stichprobendurchschnitte sich erst ab dieser
Grole hinreichend normalverteilen. Bei nicht normalverteilten Messwerten und Stich-
proben unter 30 Personen verhalt sich die Durchschnittsverteilung t-verteilt, so dass
in dieser Formel dann nicht die z-, sondern die entsprechende t-Grenze eingesetzt
wird. Allerdings durfte der Fall, dass ein Parameter anhand einer Stichprobe mit n <
30 geschatzt wird, in der Praxis selten vorkommen, da bei diesem Umfang nur sehr
ungenaue Parameterschatzungen mdglich sind. Flr Haus- und Klausuraufgaben ist
dieser Umstand irrelevant.

3.2. Konfidenzintervall eines Parameters pu mit unbekanntem o

S

tapn-1" ﬁ

Bei unbekannter Streuung o wird sie durch die Standardabweichung s der Stichpro-
be geschatzt, wodurch die Durchschnittsverteilung sich dann t-verteilt verhalt.

Berechnung: u=x=t

3.3. Konfidenzintervall eines Parameters =«

9
Voraussetzung: n>—-
p-(1-p)
Berechnung: n=ptz,,, - p-(1-p)
2 n

Da der Parameter n unbekannt ist, wird er in den uns bereits bekannten Formeln
durch den Stichprobenkennwert p geschatzt. Der Kennwert p ist die relative Haufig-
keit einer Auspragung eines Merkmals: p:f/n. Die Stichprobenverteilung von relativen
Haufigkeit nahert sich erst mit obiger Voraussetzung hinsichtlich des Stichprobenum-
fangs der Normalverteilung an.

Statistik I 31



Stoff

Beispiele fiir Konfidenzintervalle

Aufgabe: Bei einer Person wird der 1Q mit 110 bestimmt. Wie grol} ist der wahre 1Q
dieser Person bei einer statistischen Sicherheit von 95%? Die Streuung der 1Q-
Werte einer Person ist bekannt mit 6=5.

- (e}
W=XE2ey, 1-0.= 0,95
a=0,05
=110+ 2,4 % 19, = 0,975
=110+196-5
=110+98

100,2<pu <1198

Lésung: Mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95% liegt der wahre 1Q dieser
Person zwischen 100,2 und 119,8.

*k%k

Aufgabe: Die durchschnittliche KérpergroRe eines neu entdeckten Stammes im A-
mazonasgebiet soll auf einem Konfidenzniveau von 99 % ermittelt werden. Eine
Stichprobe von 25 Eingeborenen ergibt eine mittlere KérpergroRe von 160cm mit
einer Standardabweichung von 12cm.

— S
M= XE g Jn 1-0.= 0,99
o = 0,01
12 @
=160 +1t,q0r0s - —— 1-%/, = 0,995
0,995;24 \/g
=160+280-24
=160+6,7
1533 < <1667

Lésung: Mit einem statistischen Sicherheit von 99% liegt die durchschnittliche Kor-
pergrofe des neu entdeckten Stammes zwischen 153,3cm und 166,7cm.

*k*

Aufgabe: Ein Therapeut hat bei einer Stichprobe von 100 Klienten eine Erfolgsquote
von 20%. Mit welcher Erfolgsquote kann er mit einem Konfidenzkoeffizienten von
0,95 in Zukunft rechnen?

9
p-(1-p) 02-08

Voraussetzung n > = 56,25 ist mit 100 Personen erfiillt.
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p-(1-p)

TC:piZF%' n 1-()(,:0,95
02-08 e
—02+z ... |22 0 1-%,= 0,975
0,975 100
~0.2+196-0,04
~02+0,08
012<n<028

Lésung: Auf einem Konfidenzniveau von 95% kann der Therapeut in Zukunft mit ei-
nem Behandlungserfolg zwischen 12% und 28% rechnen.

3.4. Mathematische Herleitung zum Konfidenzintervall

1—0L=W{X—Z1%~%SMS§+Z1%.%} | —x
:W{ 21%-%£u—2£z1%-%} | +%
= W{—zwz < “;; < z1_a2} | (1)
= W{Z1_% 2 Y;ﬁu = _21_a2} | umdrehen

=%

= W{—z W S2Z(X) < sz}

3.5. Steigerung der Prazision des Konfidenzintervalls

Die Breite eines Konfidenzintervalls ist die Differenz zwischen der unteren und der
oberen Grenze eines Konfidenzintervalls und entspricht der doppelten Breite des
Abstandes, der in der Berechnung des Intervalls zum Stichprobendurchschnitt ad-
diert bzw. subtrahiert wird:

o g e 2) - 2o )

Auf die Frage, wie die Prazision des Konfidenzintervalls erhdht werden kann, womit
gemeint ist, inwieweit die Breite des Konfidenzintervalls, indem p vermutet wird, ver-
engt werden kann, konnen in Betrachtung des rechten Teils des obigen Ausdrucks
folgende Antworten gegeben werden:
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e Je grofRer die Irrtumswahrscheinlichkeit o ist, desto kleiner wird die z-Grenze im
Ausdruck und um so schmaler und damit auch praziser das Konfidenzintervall.

= Je unsicherer eine Aussage, desto préziser ist die Aussage.

e Je groRer der Stichprobenumfang n ist, desto kleiner wird der Ausdruck o/vn in
der Formel und um so schmaler und praziser die Breite des Konfidenzintervalls.

= Je groLer die Stichprobe, um so préziser ist die Aussage.

e Je kleiner die Streuung o des Merkmals bzw. der Messwerte der Stichprobe, des-
to schmaler wird das Konfidenzintervall. ¢ hat verfahrensabhangig einen Einfluss.

= Je kleiner die Streuung o, desto préziser ist die Aussage.

4. Signifikanztests Il

Im folgenden werden wir weitere Verfahren zur Priufung auf Signifikanz kennenler-
nen, die sich zu denen von Kapitel Signifikanztests | dadurch unterscheiden, dass
andere Kennwerte als der Durchschnitt oder Anteilwert einer Stichprobe auf Signifi-
kanz geprift werden. Es handeln sich um die restlichen Verfahren der Ubersicht der
speziellen Signifikanztests bei HUBER, STAT -9-.

4.1. Priifung von Korrelationshypothesen

Der Korrelationskoeffizient r einer Stichprobe wird bei Ausweitung auf die Grundge-
samtheit p (ro) genannt. Die Stichprobenverteilungen von unendlich vielen Korrelati-
onskoeffizienten hat einen Erwartungswert von u=p=0, d.h. es wird angenommen,
dass kein Zusammenhang besteht. Entsprechend werden die statistischen Hypothe-
sen wie folgt formuliert:

Zweiseitige Tests Bedeutung
Ho: p=0 kein sign. Zus.hang
Hq: p#0 signifikanter Zus.hang
Einseitige Tests
rechtsseitig Bedeutung linksseitig Bedeutung
Ho: p<0 kein sign. Zus.hang Ho: p>0 kein sign. Zus.hang
Hq: p>0 sign. pos. Zus.hang Hq: p<0 sign. neg. Zus.hang

Anmerkung: Dem interessierten Leser sei geraten, sich die Sachverhalte an einer Zeichnung der
Stichprobenverteilung von Korrelationskoeffizienten mit u=p=0 zu verdeutlichen.

Die PrufgrélRe dieses Verfahrens ist ein t-Wert und wird fir den Produkt-Moment-
Korrelationskoeffizient r von Pearson berechnet. Im Zahler wird von r im Prinzip wie
ublich der Erwartungswert von pu=p=0 abgezogen, im Nenner steht der Standardfeh-
ler der Stichprobenverteilung von Korrelationskoeffizienten. Besondere Beachtung
verdient, dass der Freiheitsgrad df zur t-Grenze sich jetzt durch den um zwei vermin-
derten Stichprobenumfang berechnet:

(n-2)
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Beispiel eines einseitigen Signifikanztests:
Uberprifung von Korrelationshypothesen

Angaben: Bei Kindern soll ihre Taschengeldhohe mit ihrem Konsum an SuRigkeiten
positiv zusammenhangen. Eine Stichprobe an 36 Kindern ergab einen Korrelations-
koeffizienten zwischen Taschengeld und verzehrten SuRwarenkalorien in Hohe von
r=0,4. Die Prufung erfolgt mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5%.

1. Statistische Hypothesen: Ho: p<0 Hyu:p>0
2. Festlegung des Signifikanzniveaus: a=0,05
3. Auswahl des Verfahrens: t= ;; df =n-2

4. Stichprobenwerte: r =04
=36
e 0,4

5. Berechnung der Priifgré3e: t=——=——=254

(1-04?)

(36-2)
6. Ermittlung der kritischen Grenze: toar = tioosas2 = toesas = 169
7. Entscheidung: 2,54 > 1,69

= Nullhypothese wird verworfen

Damit ist auf dem 5%-Signifikanzniveau die Hypothese bestatigt, dass es bei Kin-
dern einen pos. Zusammenhang zwischen Taschengeldhéhe u. SuRigkeitenkonsum
gibt.

4.2. Prifung von Unterschiedshypothesen

Die fur das psychologischen Experiment wichtigsten Signifikanztests dienen dem
Vergleich zweier Stichprobenmittelwerte. Das Wesentliche eines Experimentes liegt
darin, dass der Versuchsleiter systematisch einen Faktor (UV=unabhangige Variab-
leEinflussgréflRe , Bedingung) variiert, um seinen Effekt (Wirkung) auf die abhangige
Variable (AV=abhangige Variable, das untersuchte Merkmal) zu ermitteln, wahrend
er versucht, alle anderen moglichen Faktoren konstant zu halten, um madglichen
Storeinflussen vorzubeugen. Der kleinstmogliche Versuchsplan sieht die Variation
eines Faktors in zwei Abstufungen vor: In einer Experimentalgruppe wird eine Zu-
fallsstichprobe dem Einfluss des Faktors unterworfen, in einer Kontrollgruppe wird
eine andere Zufallsstichprobe nicht der vermuteten (oder einer anderen Wirkung)
des Faktors ausgesetzt. In beiden Fallen wird das zu untersuchende Merkmal ge-
messen. Nun ist es flr den Forscher interessant, ob die statistische Auswertung der
Versuchsdaten einen signifikanten Effekt der unabhangigen Variable auf die abhan-
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gige Variable bestatigen kann, ob also die EinflussgroRe tatsachlich die vermutete
Wirkung auf das untersuchte Merkmal ausubt, was sich in unterschiedlichen Mittel-
werten der beiden Versuchsgruppen ausdrickt. Der Mittelwert des untersuchten
Merkmals der Experimentalgruppe, in dem der Faktor wirkt, wird also mit dem Mit-
telwert der Kontrollgruppe, in dem der Faktor keinen (oder anderen) Einfluss hat,
verglichen.

Hierzu wird die Differenz der Mittelwerte der beiden Stichproben gebildet. Ist die Dif-
ferenz Null, so liegt kein Unterschied vor. Ist die Differenz positiv oder negativ, so
muss ein Unterschied vorliegen. Dieser Unterschied kann zufallig auftreten, daher
drangt sich die Frage auf, wann diese Differenz signifikant ist. Um diese Frage zu
klaren, wird auch hier ein Signifikanztest durchgefiihrt. Grundlage dieses inferenzsta-
tistischen Prufverfahrens ist die normalverteilte Stichprobenverteilung der Differenz
der beiden Stichprobenmittelwerte:

(L/2 ‘ (1/2
kritische n=p—u2=0 kritische X
Grenze Grenze
Ablehnungs- | Annahme- .| Ablehnungs-
bereich i bereich i bereich

Der Erwartungswert u dieser Stichprobenverteilung entspricht der Vermutung der Ho,
dass die Differenz der Stichprobenmittelwerte statistisch gleich Null ist: uy und po
sind gleichgro3. ¢ ist der Erwartungswert fur die Stichprobenverteilung der Grund-
gesamtheit der Stichproben, die dem Einfluss des vermuteten Faktors unterliegen
(E perimentalgruppen). . ist der Erwartungswert der Stichprobenverteilung fir die
Grundgesamtheit der Stichproben, wenn der Faktor keinen (oder einen anderen)
Einfluss auf sie austbt (Kontrollgruppen). Entsprechend lauten die statistischen
Hypothesen:

Zweiseitige Tests Bedeutung

Ho: wi=p2 = Hoo w—u2=0 kein signifikanter Unterschied
zwischen den Mittelwerten; kein
Effekt des Faktors

Hi: wi#zpe = Hit w—pe=0 signifikanter Unterschied zwi-
schen den Mittelwerten
Rechtsseitige Tests Bedeutung

Ho: w1<p2 =  Ho p—m2 <0 kein signifikanter Unterschied

zwischen den Mittelwerten; kein
Effekt des Faktors

Hi: wi>p2 =  Hi p—pe>0 X signifikant gréBer als X,
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Linksseitige Tests Bedeutung

Ho: w1>2p2 = Ho w—m2>0 kein signifikanter Unterschied
zwischen den Mittelwerten; kein
Effekt d. Faktors

Hi: pyy<pe = Hi m—ue<0 X signifikant kleiner als X,

Je nachdem, ob unabhéngige oder abhéngige Stichproben vorliegen, werden unter-
schiedliche Tests durchgefuhrt.

e Unabhéngige oder unverbundene Stichproben liegen vor, wenn in beiden Stich-
proben nicht dieselben Versuchspersonen teilnehmen. Der Forscher spricht in
diesem Fall von einem Versuchsplan ohne Messwiederholung (interindividuelle
Bedingungsvariation).

Beispiel: Ein Wissenschaftler moéchte die Auswirkung eines fiebersenkenden Medikamentes unter-
suchen. Dazu bildet er zwei Stichproben: Eine Experimentalgruppe aus fiebrigen Personen, die das
Medikament erhalt und eine Kontrollgruppe aus ebenfalls fiebrigen Personen, die statt des Medi-
kamentes ein Placebo erhalt. Nach vermuteten Eintritt der Wirkung des Medikamentes wird die
Temperatur gemessen und eine inferenzstatistische Auswertung durchgefihrt.

e Abhéngige oder verbundene Stichproben liegen vor, wenn die Messwerte paar-
weise einander zugeordnet sind (aus jeder Stichprobe jeweils einer). Dies ist der
Fall, wenn in beiden Stichproben dieselben Versuchspersonen teilnehmen. Der
Forscher spricht dann von einem Versuchsplan mit Messwiederholung (intraindivi-
duelle Bedingungsvariation). Auch parallelisierte Stichproben gelten als abhangig,
da durch die Parallelisierung (zur Kontrolle von Storeinflissen) die Messwerte von
jeweils zwei Personen aufgrund gleicher oder ahnlicher Merkmalsausbildungen
der Personen paarweise einander zugewiesen sind.

Beispiel: Derselbe Forscher kénnte die Untersuchung auch mit einer Stichprobe realisieren: Einmal
misst er die Temperatur vor Verabreichung des Medikamentes, einmal nach vermutetem Eintritt der
Wirkung des Medikamentes. Da zwei Reihen an Versuchsdaten ermittelt werden, kann man theore-
tisch von zwei Stichproben sprechen.

Auch das zuerst genannte Beispiel gilt als abhangig, wenn die beiden Stichproben hinsichtlich eines
oder mehrerer Storfaktoren parallelisiert werden. Solch eine stérende Einflussgréfe kénnte sein,
dass von vorne herein in der Experimentalgruppe nur leicht Giberhdhte Temperaturen und in der
Kontrollgruppe aulerst fiebrige Patienten vorkommen. Die Mittelwerte der beiden Gruppen unter-
scheiden sich dann auch ohne medikamentése Einwirkung und ein scheinbar signifikanter Tempe-
raturabfall ist auch dann feststellbar, wenn das Medikament keine Wirkung ausiibt. Um diesen Sto6r-
fall auszuschlief3en, ist eine Parallelisierung der Versuchspersonen hinsichtlich ihrer Kérpertempe-
ratur ratsam. Dazu werden aus einer Zufallsstichproben aufgrund eines Vortestes, in dem das Fie-
ber gemessen wird, die beiden Versuchsgruppen gebildet. Die beiden Personen mit den hochsten
Temperaturen werden auf die Experimental- und die Kontrollgruppe verteilt, danach die beiden
Personen mit den zweithdchsten Temperaturen usf. Dadurch ist sichergestellt, dass die beiden
Versuchsgruppen gleich hohe Mittelwerte hinsichtlich der Koérpertemperatur vor dem Versuch
aufweisen.
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4.2.1. Vergleich der Mittelwerte zweier abhangiger Stichproben

Von jeder Versuchsperson wird die Differenz der ersten Messung und der zweiten
Messung seines Merkmals einzeln gebildet. Zu jeder Person wird also eine eigene
Kategorie von Messwert gebildet: die Differenz zwischen seinem ersten und seinem
zweiten Messwert:

di = Xi1 — Xiz

Die PrifgroRe zur Stichprobenverteilung von Mittelwertdifferenzen ist ein t-Wert. Der
Freiheitsgrad df zur t-Grenze wird durch den um eins verminderten Stichprobenum-
fang n berechnet:

t=———; df=n-1

Im Zahler wird vom Durchschnitt der Differenzen d; im Prinzip wie ublich der Erwar-
tungswert p = p—u2 = 0 abgezogen, im Nenner steht der Standardfehler der Stich-
probenverteilung von Messwertpaardifferenzen. Dieser wird — wie bei t-Werten der
Fall — durch den Quotienten aus der Standardabweichung sy4 der Messwertpaardiffe-
renzen d; und der Wurzel des Stichprobenumfangs n gebildet. Durchschnitt und
Standardabweichung der Messwertpaardifferenzen sind:

52& z(di_a)z

S, =
¢ n—1

Voraussetzung dieses Verfahrens ist es, dass der Stichprobenumfang n>30 ist. Bei
kleineren Stichproben muss die Voraussetzung erflillt sein, dass sich die Differenzen
in der Grundgesamtheit normalverteilen. Dies kann mit einem besonderen Verfahren
gepruft werden, was nicht Gegenstand dieses Kurses ist, da dieser Test auf Voraus-
setzungsverletzungen relativ robust reagiert. In Aufgaben gibt es daher keine Be-
schrankungen zu beachten.

Beispiel eines einseitigen Signifikanztests:
Vergleich zweier Mittelwerte von abhangigen Stichproben

Angaben: Schlechte Schuler sollen mit einem neu entwickelten Forderunterricht bes-
sere Leistungen erbringen. In einer Zufallsstichprobe wird die Leistung der Schiler
sowohl vor der Durchfuhrung des Forderunterrichts als auch danach durch Zeugnis-
noten erhoben. (Signifikanzniveau: 5%)

1. Statistische Hypothesen: Ho: pi—p2 <OHq: py—p2 >0
2. Festlegung des Signifikanzniveaus: a=0,05
3. Auswahl des Verfahrens: t= SL; df = n-1
d
A
Voraussetzung: ¢ Stichproben sind abhangig
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4. Stichprobenwerte:

Xi1 Xi2 di=Xi1—Xi2 di—d (di—a )2
5 3 2 0 0
4 2 2 0 0
6 3 3 1 1
4 3 1 -1 1
3 1 2 0 0
10 2
—\2
— d / d-d
n=5 dzlzng S, = z(—)z\/zzojm
n 5 n-1 4
5. Berechnung der Priifgré3e: t= % =6,33
G
6. Ermittlung der kritischen Grenze: t o = tioossq = togss =213
Entscheidung: 6,3 > 2,13 = Hq wird bestatigt

Damit ist auf dem 5%-Niveau der Verlasslichkeit die Hypothese angenommen, dass
der neu entwickelte Forderunterricht die Leistung bei schlechten Schulern verbes-
sert.

4.2.2. Vergleich der Mittelwerte zweier unabhangiger Stichproben

Das Verfahren zum Mittelwertvergleich von abhangigen Stichproben beruht auf einer
Stichprobenverteilung der Mittelwerte d der Messwertdifferenzen d; der jeweiligen
Einzelpersonen. Diese Stichprobenverteilung ist also eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung von Durchschnitten von Messwertpaardifferenzen. Dies kann gemacht werden,
da die beiden Stichproben entweder aus denselben oder aus einander zugewiese-
nen Personen bestehen. Bei unabhangigen Stichproben tritt das Problem auf, dass
die beiden Stichproben nicht aus den gleichen oder ahnlichen Personen bestehen,
so dass hier keine Differenz der Messwerte als eigenstandige Messgrolde, deren Mit-
telwert stichprobenverteilt betrachtet werden kann, gebildet werden kann. Wir brau-
chen also ein anderes Verfahren. Wir betrachten nun nicht mehr die Verteilung der
Stichprobendurchschnitte von Messwertpaardifferenzen, sondern die Verteilung von
Stichprobenmittelwertdifferenzen, wie es bereits eingangs auf S. 35 erlautert wurde.
Der Erwartungswert 15 5 dieser Stichprobenverteilung ist mit Null bekannt, jedoch
wie wird die Zufallsstreuung, der Standardfehler G5, 5 der Stichprobenverteilung der
Mittelwertdifferenzen bestimmt, um eine PrifgrofRe aufstellen zu kdnnen? Je nach-
dem, ob die Streuungen der Grundgesamtheiten der Messwerte beider Stichproben
bekannt sind, nicht bekannt sind oder zwar nicht bekannt, aber als gleich hoch ein-
geschatzt werden kdnnen, kann man drei Falle unterscheiden, woraus sich drei ver-
schiedene Prifgrof3en und Verfahren ergeben:

Ausgangslage Verfahren

o1, 62 bekannt z-Test zum Mittelwertvergleich
o1, o2 unbekannt WELCH-Test

o4, o2 unbekannt, aber c4=c> | klassischer t-Test
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4.2.2.1. z-Test bei bekanntem ¢

Wenn die Standardabweichungen o1 und o, der Normalverteilungen des gemesse-
nen Merkmals in den beiden Stichproben, also von den Grundgesamtheiten der bei-
den Stichproben, bekannt sind, lassen sich Durchschnittsverteilungen mit folgenden
Standardfehlern und Varianzen aufstellen:

(e) 2 (e)
Oy == <& oy =—
Jn, n,
2

Nun wird eine neue Zufallsvariable gebildet: die Differenz der Durchschnitte von zwei
Stichproben. Mit Satz 9 (HUBER, STAT -7-) gilt als die gesuchte Zufallsstreuung der
Mittelwertdifferenzenverteilung:

2

_ 2 2 2 2 2 _ 2 2
Gy, =0x+tO, = Oj 53 =03 +03 <& Ogj = 1/cx§1 + 03,

Da der gesuchte Standardfehler o5 _; der Verteilung von Stichprobenmittelwertdiffe-
renzen jetzt bekannt ist, kdnnen wir eine z-Prufgro3e ableiten:

X, — X X, — X
2= & 2=
V% * 9%, or o

n1 n2

Beispiel eines zweiseitigen Signifikanztests zur Prifung von
Unterschiedshypothesen: z-Test zum Mittelwertvergleich
zweier unabhangiger Stichproben (o bekannt)

Angaben: Die inhaltliche Hypothese besagt, dass zwei bestimmte Personen A und B
sich in ihrem wahren 1Q unterscheiden. Es wird mit jeder Person ein standardisierter
Intelligenztests durchgefihrt. Es ergibt sich ein 1Q von 115 bzw. 125. Die Standard-
abweichung o der IQ-Testergebnisse von einer Person ist mit 5 bekannt. Ist der Un-
terschied zwischen den beiden Testergebnissen auf dem 5%-Niveau signifikant?

1. Statistische Hypothesen: Ho: wi—p2=0  Hq: py—po=0
2. Festlegung des Signifikanzniveaus: a=0,05
. i1 — i2
3. Auswahl des Verfahrens: Z= =
o, 0
n, n,
Voraussetzungen: e Stichproben sind unabhangig

e Varianzen sind bekannt
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4. Stichprobenwerte: X4 =115, X, =125

oy =5 o2 =5

ng = 1 Ny = 1
5. Berechnung der Priifgré3e: zZ= % =-141

5.5
1 1

Variante ,Kritische Grenze":
6. Ermittlung der kritischen Grenze: Z1 ., =Zy 005y = Zog7s = 196
7. Entscheidung: |-1,41]<1,96 = Nullhypothese bestatigt

Variante ,Uberschreitungswahrscheinlichkeit:

6. Uberschreitungswahrscheinlichkeit: ~ P=2-(1-¢(|-1,41|))=2-(1-0,919)=0,162

7. Entscheidung: 0,162 > 0,05 = Nullhypothese bestatigt

Damit ist mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% die Hypothese widerlegt, dass
sich die Personen A und B mit den Testergebnissen von 115 bzw. 125 in ihrem wah-
ren IQ unterscheiden.

4.2.2.2. WELCH-Test
Der WELCH-Test wird fur den Fall benutzt, dass die Standardabweichungen o1 und

o2 nicht bekannt sind. Der Test verwendet als PrifgroRe die t-Variante des oben
erlauterten z-Prufwerts:

t= X1 =%
2 2
S1 .S

n1 n2

Allerdings gestaltet sich die Berechnung des Freiheitsgrades df zur kritischen Grenze
etwas kompliziert, falls die beiden StichprobengroRen nicht groRer als 50 sind:

2 2
2 2
(S1J (SZJ
n n
1)\

(n=1 (n,-1)

Sind die Stichprobenumfange n4, ny > 50, entspricht die t-Verteilung annahernd der
Standardnormalverteilung, so dass die entsprechenden z-Grenzen (t-Werte mit
df=w0) benutzt werden kdnnen.
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Beispiel eines zweiseitigen Signifikanztests zur Prifung von
Unterschiedshypothesen: WELCH-Test zum Mittelwertvergleich
zweier unabhangiger Stichproben (c unbekannt)

Angaben: Die inhaltliche Hypothese lautet, dass zwei unterschiedliche Lehrmetho-
den auch einen unterschiedlichen Erfolg bewirken. Es wurden zwei Klassen ausge-
sucht und diese einen Zeitraum lang nach den beiden Methoden unterrichtet. Zum
Abschluss wurde ein Leistungstest durchgeflhrt. Die Klasse, die nach Methode A
unterrichtet wurde, bestand aus 10 Schulern und erbrachte eine durchschnittliche
Leistung von 51 Punkten bei einer Standardabweichung von 12 Punkten. Die andere
Klasse mit 30 Schilern wurde nach Methode B unterrichtet und erbrachte eine
durchschnittliche Leistung von 59 Punkten bei einer Standardabweichung von 7
Punkten. Es soll auf dem 5%-Niveau auf Signifikanz gepruft werden.

1. Statistische Hypothesen: Ho: wi—o=0  Hy: py—po#0
2. Festlegung des Signifikanzniveaus: a=0,05
2 22
Si , So
. X — X, . [ n, Ny J
3. Auswahl des Verfahrens: t=———=—; df=

Voraussetzungen: e Stichproben sind unabhangig
¢ Varianzen sind unbekannt

4. Stichprobenwerte: X4 =51 Xz =59 sfn 12/ _144

s1 =12 s, =7 / /0

Nt =10 n; =30 .0~ 160
5. Berechnung der Priifgrée: t= _51=%9 =-2

7144 +163
. y (14,4 +163)°
6. Ermittlung der kritischen Grenze: df = 5 > =1106
(144)" (163)

(10-1) " (30-1)

t1—%;df =togrs11 = 2,20

~

. Entscheidung: | 2| < 2,20 = Nullhypothese bestétigt

Damit ist mit einer statistischen Sicherheit von 95% die Hypothese widerlegt, dass
die beiden Lehrmethoden einen unterschiedlichen Erfolg bewirken.

4.2.2.3. Klassischer t-Test

Der klassische t-Test geht genauso wie der WELCH-Test von der oben vorgestellten
z-Formel auf S. 40 aus, schatzt aber die Streuungen o1 und o, nicht durch die Stan-
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dardabweichungen s; und s, der Stichproben, sondern geht davon aus, dass die
Streuungen o1 und o3 gleich grof} sind, was als Varianzhomogenitat bezeichnet wird.
Unter dieser Voraussetzung kann man fir den Standardfehler der Stichprobenvertei-
lung der Mittelwertdifferenzen ableiten:

o ist aber weiterhin unbekannt und wird daher durch die GroRe s/ geschétzt, die
den Mittelwert der in den Stichproben gefundenen Varianzen s¢2 und s, darstellt;

o (sT(ni=1+si-(n, ) {: SAQ, + SAQ, }
! (n,+n,-2) (n,=1)+(n, 1)

Damit ergibt sich folgende PrufgroRe fur den klassischen t-Test:

df=n1+n2—2

stel —+—| s —+—

Die Voraussetzungen zu diesem Verfahren sind vielfaltig:

1. Die Durchfihrung eines t-Testes setzt voraus, dass die beiden Stichproben von-
einander unabhangig sind, d.h. dass beide Stichproben nicht parallelisiert sind
und auch nicht aus denselben Versuchspersonen bestehen.

2. Die Grundgesamtheiten mussen varianzhomogen sein, d.h. dass die Varianzen
512 und o,° in den — beide Stichproben zugrundeliegenden — Populationen gleich
grof’ sind. Daher muss eine Priifung zur Gleichheit von Varianzen stattfinden, die
wir weiter unten behandeln werden und die durchgefuhrt werden muss, wenn in
Aufgaben der klass. t-Test verlangt wird.

3. Bei kleineren Stichproben mussen sich die Grundgesamtheiten, aus denen die
Stichproben entnommen wurden, normalverteilen. Sind die Verteilungsformen der
den Stichproben zugrundeliegenden Grundgesamtheiten unbekannt, so sollte die
Normalverteilungsannahme mit einem besonderen daflir zustandigen Testverfah-
ren Uberpruft werden, welcher nicht Gegenstand dieses Kurses ist.

Sind die Voraussetzungen fur den klassischen t-Test nicht erfullt, wird der WELCH-
Test benutzt. Sind die Voraussetzungen erfillt, ist es selten, dass der WELCH-Test
und der klassische t-Test zu unterschiedlichen Ergebnissen kommen. In der Vergan-
genheit wurde dabei der t-Test vorgezogen, da er eine groRere Teststarke besitzt.
Allerdings mussen fur den klass. t-Test die Voraussetzungen erfullt sein, sonst ist
sein Ergebnis ungultig. Da bei der Prifung der Voraussetzungen ebenfalls Tests
eingesetzt werden, die ihrerseits Fehlerwahrscheinlichkeiten (o und B) in sich ber-
gen, kann man sich hinsichtlich der Erflllung der Voraussetzungen flr den klassi-
schen t-Test nie ganz sicher sein. In neuerer Zeit wird nun empfohlen, grundsatzlich
den WELCH-Test durchzuflhren, da dieser hinsichtlich seiner Voraussetzungen un-
problematischer ist. In Aufgaben ohne nahere Angabe wird aufgrund dessen immer
der WELCH-Test durchgeflihrt.

Statistik I 43



Stoff

Beispiel eines zweiseitigen Signifikanztests zur Prifung von
Unterschiedshypothesen: Klassischer t-Test zum Mittelwertvergleich zweier
unabhangiger Stichproben (c unbekannt, aber 61=0)

Angaben: Beispiel von S. 42, jetzt den klass. t-Test statt dem WELCH-Test.

1. Statistische Hypothesen: Ho: wi—uo=0  Hy: py—po#0
2. Festlegung des Signifikanzniveaus: a=0,05
3. Auswahl des Verfahrens: t=—X17%2 . dfn,en,-2

2 .[1+1J
n1 n2

(sf-(n1—1)+s§-(n2—1))

2
S =
' (n,+n,-2)
Voraussetzungen: e Stichproben sind unabhangig
e Stichproben sind varianzhomogen
4. Stichprobenwerte: X1 =51 X2 =59

S =12 So =7
n4 =10 No =30

(122 -9+72.29) )

5. Berechnung der Priifgré3e: s’ = 15
(1 0+30- 2)
to 51-59 _ 259
715- L + L
10 30
6. Ermittlung der kritischen Grenze: by osar = by o0s/10030.0 = togrsiss = 202
7. Entscheidung: |-2,59] >2,02 = Ho wird abgelehnt!

Damit ist mit einer statistischen Sicherheit von 95% die Hypothese bestatigt, dass
die beiden Lehrmethoden einen unterschiedlichen Erfolg bewirken!

4.2.2.4. Prufung auf Gleichheit zweier Stichprobenvarianzen (F-Test)

Die Nullhypothese lautet, dass die Varianzen der den Stichproben zugrundeliegen-
den Populationen gleich sind (Varianzhomogenitat), die Alternativhypothese ent-
sprechend umgekehrt: Hy: 62 = 65 und Hy: o7 # o5. Grundlage des Priifverfahrens
ist eine PrufgroRe, die den Quotienten aus den Varianzen der beiden Stichproben
bildet, welcher F-Wert genannt wird:

-

s

Die F-Werte von unendlich vielen Stichprobenpaaren sind F-verteilt. Die F-Verteilung
ist dabei asymmetrisch, wie aus folgender Abbildung ersichtlich ist:
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a /2 o /2
UM | >
kritische 1 kritische F
F-Grenze F-Grenze
Ablehnungs- | . Annahme- __Ablehnungs-
bereich | bereich i bereich

Der Erwartungswert u der F-Verteilung entspricht der Vermutung der Nullhypothese,
dass die Varianzen gleich sind, so dass der Quotient der F-Prufgro3e und damit der
Erwartungswert zu Eins wird. Eine groRe Abweichung von der Eins Uber die kriti-
schen Grenzen hinweg fuhrt zur Ablehnung der Nullhypothese. Da die Verteilung
asymmetrisch ist, liegen die kritischen F-Grenzen nicht spiegelbildlich, was bedingt,
dass die kritischen F-Grenzen, die in der F-Wert-Tabelle bei HUBER abgelesen wer-
den, nur fir die rechte Seite der Verteilung gelten. Dies hat zur Konsequenz, dass
bei der Bildung der F-Prifgrof3e folgende Regel eingehalten werden muss, damit die
PrufgrofRe grofRer als Eins wird und auf die rechte Seite der Verteilung zu liegen
kommt:
s?>s?

Die F-Verteilung hat zwei Freiheitsgrade, den Zahlerfreiheitsgrad df; und den Nen-
nerfreiheitsgrad dfy:
df1 = n1—1 df2 = n2—1

Das Signifikanzniveau o wird grundsatzlich auf 10% festgelegt, damit der B-Fehler
maoglichst klein wird. Eine falsche Hg soll falsch bleiben, es ist lieber der a-Fehler in
Kauf zu nehmen, dass irrtimlicherweise angenommen wird, dass die Varianzen
nicht gleich grof3 sind, als einen t-Test durchzufuhren, wo man nicht hinreichend ge-
nug sicher ist, ob dessen Voraussetzung gegeben ist. Beim Ablesen der kritischen F-
Grenze aus der Tabelle bei HUBER ist daher zu beachten, dass die oberen zwei Half-
ten zu benutzen sind: 1-*/, = 1-"'%, = 0,95. Die linke Halfte gilt fiir df;-Werte von 1
bis 10, die rechte Halfte fur df{-Werte von 12 bis ,«". Die kritische Grenze ist dann in
der entsprechenden Zeile zu dem df,-Wert abzulesen. Auch beim F-Test missen wir
voraussetzen, dass die Grundgesamtheiten normalverteilt sind, die Prifung hierzu
wird nicht behandelt. Die Mittelwertverteilungen sind oft so ,robust®, dass der F-Test
auch dann durchgefuhrt werden kann, wenn die Populationen nicht normalverteilt
sind, aber der Stichprobenumfang n hinreichend grof3 genug ist.

Beispiel eines zweiseitigen Signifikanztests
zur Prufung auf Gleichheit zweier Stichprobenvarianzen (F-Test)

Angaben: Fur den klassischen t-Test zum Mittelwertvergleich zweier unabhangiger
Stichproben auf S. 44 soll die Voraussetzung der Varianzhomogenitat der zugrunde-
liegenden Populationen geprift werden.
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1. Statistische Hypothesen: Ho: 67 =62 Hy: o’ %05

2. Festlegung des Signifikanzniveaus: a=0,10
2
3. Auswahl des Verfahrens: F= 2—12; s? > s7; dfy = n—1; dfy = n—1
2
4. Stichprobenwerte: sy =12 s; =7
ng = 10 N = 30
I 122
5. Berechnung der Priifgrée: F= —7 = 294
6. Ermittlung der kritischen Grenze: Fiosorar, = Foosene = 222
7. Entscheidung: 2,94 >222 = Hpwird abgelehnt

Die Hypothese, dass die beiden Stichproben aus varianzhomogenen Populationen
entstammen, muss abgelehnt werden, was zur Konsequenz hat, dass die Voraus-
setzung zur Anwendung des klassischen t-Testes auf S. 44 nicht gegeben war.

5. Varianzanalysen

Bei der Besprechung der Signifikanztests zur Prufung des Mittelwertunterschieds
zweier Stichproben gingen wir von der Annahme aus, dass sich die beiden Gruppen
nur durch das Wirken eines Faktors unterscheiden. Ergibt sich zwischen den beiden
Stichprobenmittelwerten ein signifikanter Unterschied, so kann man sagen, dieser
Faktor habe einen Einfluss auf das untersuchte Merkmal. Hat man jedoch mehr als
zwei Mittelwerte zu vergleichen oder sind weitere Faktoren zu berucksichtigen, so
kénnen die im vorigen Kapitel beschriebenen Tests nicht verwendet werden. Wir
brauchen daher Verfahren, bei denen die Problemstellung in zwei Richtungen verall-
gemeinert werden:

o Einfaktorielle Varianzanalysen

Die Untersuchung der Signifikanz des Effektes eines Faktors erstreckt sich auf
mehr als zwei Stufen.

Beispiel: Es soll die Effektivitdt von drei Therapierichtungen (Psychoanalyse, Verhaltenstherapie,
Gesprachspsychotherapie) untersucht werden. Der Faktor Therapieart wird also in drei Stufen un-
tersucht, es werden drei Stichproben von behandelten Klienten erhoben und der psychische Zu-
stand von allen festgestellt. Es ergeben sich drei Mittelwerte, deren Unterschied auf Signifikanz ge-
pruft werden soll.

e Mehrfaktorielle Varianzanalysen

Es sind mehrere Faktoren zu berlUcksichtigen, die die Verteilung der untersuchten
Zufallsvariablen beeinflussen.

Beispiel: Das obige Experiment wird erweitert, indem der Einfluss der Gleich- bzw. Gegenge-
schlechtlichkeit der Therapeut-Klient-Beziehung auf den Heilungserfolg mit berlcksichtigt wird. Die
obigen drei Gruppen werden in sechs Gruppen aufgeteilt, je nachdem, ob die Therapeut-Klient-
Beziehung gleich- oder gegengeschlechtlich sind. Es liegen nun zwei Faktoren vor: die Therapie-
richtung in den drei Stufen Psychoanalyse, Verhaltenstherapie und Gesprachspsychotherapie und
der Faktor Geschlechtlichkeit der Therapeut-Klient-Beziehung in den beiden Stufen gleichge-
schlechtlich und gegengeschlechtlich. Es ergeben sich verschiedene Mittelwerte, deren Unter-
schied auf Signifikanz geprift werden soll.
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Der Begriff der Varianzanalyse wurde erstmals 1918 von R. A. FISCHER in einer Ar-
beit Uber Fragen der Populationsgenetik eingefuhrt. Biologie, Landwirtschaft und Ast-
ronomie waren die ersten Disziplinen, in denen die Varianzanalyse praktisch ange-
wandt wurde. In der Folgezeit erschien eine Flut von Lehrbucher Uber die Varianz-
analyse; in den Jahren 1931 bis 1933 wurden Uber 150 Verdffentlichungen regist-
riert.

5.1. a-Adjustierung

Bevor die Varianzanalyse eingeflihrt wurde, wurde der Vergleich von mehr als zwei
Mittelwerten bei unabhangigen Stichproben mit dem klassischen t-Test durchgeflhrt.
Dabei wurde jede mdgliche Kombination der Mittelwerte auf signifikanten Unter-
schied hin gepruft, um zu entscheiden, ob alle oder zwei der drei Mittelwerte signifi-
kant voneinander verschieden sind.

Beispiel: Bei drei Mittelwerten X, 7(2 und X; sind folgende statistische Hypothesen méglich:

Ho: mi=p2  Holp=ps  Hot po=ps
Hiwzne  Hiowzns Heo pozps

Die Wahrscheinlichkeit in einem Einzeltest flr die Ablehnung der Nullhypothese ent-
spricht der Irtumswahrscheinlichkeit a.. Die Gesamthypothese Ho: p=po=...=p,, dass
alle drei Mittelwerte sich nur zuféllig voneinander unterscheiden, gilt als verworfen,
wenn mindestens einer der m Einzeltests die Nullhypothese ablehnt. Die Wahr-
scheinlichkeit hierfur lautet nach Regel 6 im Skript von Herrn HUBER, STAT -7-:

n=1—(1—a)m

Beispiel: Im obigen Fall mit m=3 Einzeltests und einem Signifikanzniveau von 5% ergibt sich die Wahr-
scheinlichkeit, dass in mindestens einem der Tests die Nullhypothese dieses Tests und damit die Ge-
samtnullhypothese verworfen wird, mit 1-(1-0,05)3 = 0,143. In 14,3% aller Falle ist zu erwarten, dass
mind. ein Ergebnis der gezogenen Stichproben die Gesamtnullhypothese verwirft, obwohl sie in der
Gesamtpopulation zutrifft.

Es ist offensichtlich, dass mit steigenden Anzahlen von Stichproben der a-Fehler
ansteigt. Man spricht daher von a-Fehlerkumulierung. Um den a-Fehler auf dem Ni-
veau der geplanten Signifikanz zu halten, muss daher eine a-Adjustierung durchge-
fuhrt werden. Es wird dabei das Signifikanzniveau o' fur einen Einzeltest gesucht,
das Uber die a-Kumulierung bewirkt, dass die Gesamtirrtumswahrscheinlichkeit «
aller Einzeltests dem geplanten Signifikanzniveau o entspricht. Die Berechnung hier-
fur lautet:

a'=1—(1—0c)ym

Beispiel: Im Fall mit m=3 Einzeltests und einem Signifikanzniveau von 0=0,05 ergibt sich eine -
Adjustierung von a.=0,017. Das Signifikanzniveau fir jeden Einzeltest lautet also 1,7%. In die Formel
zur Berechnung der Gesamtirrtumswahrscheinlichkeit © eingesetzt, ergibt sich ein Gesamtsignifikanz-
niveau von n=1-(1-a)"=1—(1-0,017)=0,05.
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5.2. Einfaktorielle Varianzanalyse
5.2.1. Unabhdngige Stichproben
5.2.1.1. Verfahrensweise

Die einfaktorielle Varianzanalyse fur unabhangige Stichproben wird im Prinzip nach
dem gleichen Schema wie ein Signifikanztest durchgeflihrt. Die statistischen Hypo-
thesen lauten:

HoZ H=Ho=...=1 H1Z i #. .. # LY

J = Anzahl der Stichproben

Die Nullhypothese besagt, dass die Stichproben aus Grundgesamtheiten mit dem-
selben Erwartungswert p entstammen, d.h. letztendlich aus dergleichen Grundge-
samtheit. Der Unterschied zwischen den Mittelwerten der Stichproben ist nicht signi-
fikant. Der untersuchte Faktor Ubt keinen Effekt auf die abhangige Variable (Mess-
gréRe) aus. Die Alternativhypothese besagt, dass die Stichproben aus verschiede-
nen Grundgesamtheiten mit unterschiedlichen Parametern p entstammen. Der Un-
terschied zwischen den Mittelwerten der Stichproben ist signifikant. Der den Unter-
schied zwischen den Stichproben begrindete Faktor tbt einen Effekt auf die abhan-
gige Variable aus. Dem Verfahren der Varianzanalyse liegt folgende allgemeine U-
berlegung zugrunde. Nimmt man die Streuung der Gesamtstichprobe, die aus allen
Stichproben gebildet wird, so lasst sich diese nach dem Satz der Streuungszerle-
gung in die Streuung zwischen den Gruppen (SAQz) und der Streuung innerhalb der
Gruppen (SAQ)) zerlegen (=Varianzanalyse):

SAQG = SAQZ + SAQ|

>3 -%) =X (%-%) n, +Zj)2i:(xij -%,)

poi j

Xj = Messwert Nr. i der Stichprobe Nr. j

X = Arithmetisches Mittel der Gesamtstichprobe
X; = Arithmetisches Mittel der Stichprobe Nr. |

n; = Anzahl der Personen der Stichprobe Nr. j

Die Summe SAQg auf der linken Seite der Gleichung resultiert aus den Abweichun-
gen aller Beobachtungswerte vom Gesamtmittel X. Das zweite Glied auf der rechten
Seite, die Streuung SAQ, innerhalb der Gruppen, berucksichtigt die Abweichungen
der Beobachtungswerte von dem jeweiligen Gruppenmittel. Die Streuung innerhalb
der Gruppen lasst sich auf die Uberall wirkende Zufallsstreuung zurickfihren, da
innerhalb einer Gruppe vom Versuchsleiter alle mdglichen Einfliusse konstant gehal-
ten werden (sollen). Mit dem ersten Glied auf der rechten Seite ist die Streuung
SAQz zwischen den Gruppen erfasst, die sich aus den Abweichungen der Gruppen-
mittel vom Gesamtmittel ergibt. Die Streuung zwischen den Gruppen lasst sich daher
nicht nur auf die Zufallsstreuung zurtckfuhren, sondern auch auf den Einfluss des
Faktors, der den Unterschied zwischen den Mittelwerten ausmacht. Aus dem SAQz
und dem SAQ, werden nun sogenannte mittlere Quadrate gebildet, welche als eine
Art Varianzen der SAQ aufgefasst werden kdonnen, indem die SAQ - entsprechend
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der Berechnung der Varianz eines SAQ - durch die jeweiligen Freiheitsgrade geteilt
werden:

SAQ; 1o - SAQ
J-1 N-J

J = Anzahl Stichproben; N = Anzahl Personen der Gesamtstichprobe

MQ, =

MQ ist nun als eine Schatzung flr die Zufallsstreuung o? aufzufassen, wahrend MQz
die Schatzung einer Grole ist, die neben der Zufallsstreuung o? einen Anteil enthalt,
der fur den Einfluss des untersuchten Faktors steht. Dieser Faktor ist fur den Unter-
schied der Mittelwerte der Stichproben verantwortlich und damit auch fir die Vergro-
Rerung der Streuung zwischen den Gruppen, was sich im MQz niederschlagt. Dar-
aus ergibt sich unmittelbar der Weg zur Priufung der Nullhypothese: Ist Hp:
w=pp=...=p richtig, so ist auch MQz ebenfalls eine Schatzung der Zufallsstreuung o7,
da der Anteil des Faktors an der Streuung im MQz zu Null wird. Damit werden sich
MQ, und MQz ,nur zufallig“ unterscheiden. Um die Nullhypothese zu prufen, muss
man folglich die Prifgrélie

MQ,
MQ,

F=

mit der kritischen Grenze der F-Verteilung mit dem Zahlerfreiheitsgrad df;=J-1 und
dem Nennerfreiheitsgrad df;=N-J vergleichen. Die Hypothesen sind zwar ungerich-
tet, die kritische Grenze ist aber immer einseitig:

Fioad-1:N-

Die Nullhypothese gilt als angenommen, wenn die PriufgroRe nicht die kritische
Grenze Uberschreitet. Um die Berechnung der Prifgrofle durchzuflhren, wird eine
sogenannte Tafel der Varianzanalyse aufgestellt, wie sie im Skript von Herrn HUBER,
STAT -10-, aufgeflihrt ist:

SAQ df MQ F
Zwischen (% -%)n, J-1 SAQ, MQ,
] J—1 MQ,
Innerhalb ZZ(XU _ yj)z N-J SAQ,
R N-J
Gesamt ZZ(XU _)—()2 N-1
j i

Die Zeile ,Gesamt” ist hierbei zur Ermittlung der Prifgrofe F nicht unbedingt erforderlich, aber nitzlich
zur Berechnung von SAQ, bzw. SAQz, wenn SAQg bekannt ist: SAQ, = SAQg — SAQz, SAQ; = SAQg —
SAQ,. Ist die Standardabweichung s der Gesamtigruppe bekannt, so berechnet sich das SAQg mit
SG2-(N—1). Sind hingegen die einzelnen Standardabweichungen s; der Stichproben bekannt, so berech-
nen sich die SAQ, der jeweiligen Stichproben mit s,-2-(n,-—1), die Summe der SAQj ergibt dann das SAQ,.
Das Gesamtmittel X berechnet sich mit:

_ 2% N,
N
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Beispiel einer einfaktoriellen Varianzanalyse
fiir unabhangige Stichproben

Beispiel 1 von Herrn HUBER

1. Statistische Hypothesen: Ho: wi=po=ps=ps  Hp: pi#po#us#us
2. Festlegung des Signifikanzniveaus: o = 0,01
3. Auswahl des Verfahrens: F= '\I\A/I(éz ; dfy =J-1; df, = N-J
|
Voraussetzungen: e normalverteilte Grundgesamtheiten

e varianzhomogene Grundgesamtheiten
4. Stichprobenwerte:

Methode 1 2 3 4
2 3 6 5
1 4 8 5
Messwerte 3 3 7 5
3 5 4 3
1 0 10 2
s 10 15 35 20
X 2 3 7 4
SAQ 4 14 20 8
1
< ZXiZ 15 SAQ1 = Z(Xn _21)2 = (2— 2)2+...+(1— 2)2 =
S =5 O SAQ, =Y (x; —%,)" = (3-3)"+..+(0-2)" =14
%, 2% 35 _, SAQ, = Y (X, =%, )" = (6-7)*+..4(10-7)" =20
R ot
o 2% 20
X = n, 5 4
_ >Xn, 2.5+3.5+7.5+4.5
X = = =4
don, 5+5+5+5

SAQ, =Y (%, ~X) -n, =(2-4)* -5+(3-4)" -5+(7-4)"-5+(4-4)°-5=70
i

SAQ =3 3 (x,~ %) =D SAQ, =4+14+20+8=46
j i

5. Tafel der Varianzanalyse:

SAQ df MQ F
Zwischen 70 3 23,33 8,10
Innerhalb 46 16 2,88
6. Ermittlung der kritischen Grenze: Frouines = Froota—t20-4 = Fogeais = 9,29
7. Entscheidung: 8,10 > 5,29 = Hy wird abgelehnt

Damit ist mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 1% die Hypothese angenommen,
dass die unterschiedlichen Lehrmethoden unterschiedlichen Lernerfolg bei den
Schulern bewirken.
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5.2.1.2. Varianzaufklarung und Effektstarke durch Eta-Quadrat

Wie bereits oben erlautert, enthdlt die Quadratsumme SAQ die Streuung der
Messwerte, die auf den Einfluss des untersuchten Faktors zurtickzuflhren ist. Wenn
wir also Eta-Quadrat berechnen, indem wir das SAQz durch das SAQg dividieren,
erhalten wir den relativen Anteil der Streuung, die auf den unterschiedlichen Stufen
des Faktors beruht, an der Gesamtstreuung. Eta-Quadrat berechnet sich mit:

. _SAQ,
1 ~saq,

Beispiel: In obigen Beispiel 1 berechneten wir ein SAQz von 70 und ein SAQ, von 46, so dass sich ein
SAQg von SAQz + SAQ, = 116 ergibt. Eta-Quadrat erhalten wir daher mit n2 = SAQz/SAQg = 70/116 =
0,60. Das bedeutet, dass 60% der Gesamtvarianz, der Streuung aller Messwerte, auf den Effekt des
Faktors ‘Lehrmethode’ zuriickzufiihren ist, der Rest von 40% auf andere (zufallige) Faktoren. Damit
kann man die Starke des Effekts speziell in dieser Stichprobe angeben.

5.2.1.3. Multipler Mittelwertvergleich

Die Varianzanalyse gestattet nur den globalen Vergleich der Mittelwerte aller Stich-
proben. Dennoch méchte man wissen, welche Differenzen zwischen zwei Mittelwer-
ten signifikant sind und welche nicht. Wir behandeln im folgenden den SCHEFFE-Test,
der sich gegenuber Verletzungen von Voraussetzungen als relativ robust erwiesen
hat und sich zudem tendenziell eher konservativ fir die Nullhypothese entscheidet.
Der ScHEFFE-Test garantiert weiterhin, dass die Wahrscheinlichkeit des a-Fehlers
eines Einzelvergleichs nicht groRer ist als das Signifikanzniveau o fur den Gesamt-
test der Varianzanalyse (s. a-Adjustierung, S. 47). Der SCHEFFE-Test gilt als Erweite-
rung der Varianzanalyse, der mit durchgefuhrt wird. Die Differenz zwischen zwei Mit-
telwerten ist auf dem flr die Varianzanalyse spezifizierten Signifikanzniveau signifi-
kant, wenn ihr Absolutbetrag mindestens genauso grol3 ist wie die nach folgendem
Ausdruck ermittelte kritische Grenze:

\/(Zj (I=1)-MQ, - F

n
n = Anzahl der Personen einer Stichprobe
J = Anzahl der Stichproben

MQ, = Mittleres Quadrat aus der Varianzanalyse
Fi.... = F-Grenze aus der Varianzanalyse

Allerdings gilt diese Formel nur fir den Fall gleicher Stichprobenumféange n. Fir un-
terschiedliche StichprobengrdéflRen gibt es eine modifizierte Form, die hier nicht weiter
behandelt wird.

Beispiel eines multiplen Mittelwertvergleichs
Angaben: Zum Beispiel 1 der einfaktoriellen Varianzanalyse von unabhangigen

Stichproben (s.S. 50) wird ein multipler Mittelwertvergleich nach dem Verfahren von
SCHEFFE durchgeflhrt.
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1. Mittelwertdifferenzen: X1=2 Xo=3 X3=7 X4=4
X4= -1 -5 -2
X2=3 0 -4 -1
X3=7 0
X4=4 0
2. Kritische Grenze: \/(EJM ~1)-2,88-529 =4,28
3. Multipler Mittelwertvergleich: Differenz Absolutbetrag Differenz ist
X 1—7(2 1 n.s.
X 1—7(3 5 S.
X 1—7(4 2 n.s.
7(2—7(3 4 n.s.
7(2—7(4 1 n.s.
7(3—7(4 3 n.s.

Der ScHEFFE-Test hat auf dem Globalsignifikanzniveau von 1% der vorangegange-
nen Varianzanalyse ergeben, dass nur die Mittelwerte X4 und X3 signifikant vonein-
ander verschieden sind. Es besteht ein Unterschied zwischen Lehrmethode 1 und 3
hinsichtlich ihrer Auswirkung auf den Lernerfolg. Zwischen den anderen Lehrmetho-
den wurde kein statistischer Unterschied im Hinblick auf den Lernerfolg festgestellt.

5.2.2. Abhangige Stichproben

Eine sehr vielseitig einsetzbare Versuchsanordnung sieht vor, dass von jeder Ver-
suchsperson nicht nur eine oder zwei, sondern mehrere Messungen erhoben wer-
den. Messwiederholungen werden in allen Versuchsanordnungen bendtigt, wo die
Veranderung eines Merkmals Uber die Zeit untersucht wird: in der Therapiefor-
schung, um die Auswirkungen einer Behandlung durch Untersuchungen vor, wah-
rend und nach der Therapie zu ermitteln; in der Gedachtnisforschung, um den Erin-
nerungsverlauf erworbener Lerninhalte zu Uberprufen; in der Einstellungsforschung,
um die Veranderung von Einstellungen durch Medieneinwirkung zu erkunden; oder
in der Wahrnehmungspsychologie, um mogliche Veranderungen in der Bewertung
von Kunstprodukten nach mehrmaligem Betrachten herauszufinden.

Eine weitere Indikation der Varianzanalyse fur abhangige Stichproben liegt vor, wenn
die Stichproben aufgrund eines Kontrollkriteriums parallelisiert wurden. D.h., dass
aufgrund der Ergebnisse eines Vortestes, das die Auspragung des zu kontrollieren-
den Merkmals erfasst, die Versuchspersonen zu Blocken mit gleicher oder ahnlicher
Auspragung des getesteten Merkmals zusammengefasst werden, um sie gleichma-
Rig auf die Stichproben verteilen zu konnen. Die GrolRe eines Blockes entspricht der
Anzahl der Stichproben, die Personen eines Blockes nennt man Zwillinge, homoge-
ne Tripel (3 gleiche P.), homogene Quadrupel (4 gleiche P.) etc. Sie sind hinsichtlich
des zu kontrollierenden Merkmals gleich. Ein Merkmal wird auf diese Weise kontrol-
liert, wenn eine ungleiche Verteilung eines Merkmales in den Stichproben zu stéren-
den Nebeneffekten fihrt, die die Messergebnisse verfalschen. Auch die zusammen-
gehdrigen Messwerte einer Versuchsperson bei Experimenten mit Messwiederho-
lung nennt man aufgrund der Analogie einen Block.
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5.2.2.1. Verfahrensweise

Werden n Versuchspersonen unter J Faktorstufen wiederholt beobachtet, ergibt sich
das im folgenden dargestellte Datenschema:

Faktorstufe Nr. 1 2 J ) Xio
1 X11 X12 X1J ZX“ 7(1.
2 X21 X292 X2 ZXZJ' 7(2.
Block Nr.
n Xn1 Xn2 XnJ > Xnj XJe
> 2Xi1 2 Xi2 2Xiy ZXij
Xoi|  Xer X | . | X X

In einer Zeile ergeben sich die Messwerte x; zu einer Vp bzw. von J parallelisierten
Personen, Block genannt, in einer Spalte die Messwerte x; zu einer Faktorstufe,
Treatment genannt. Mit dem ersten Index i werden die Zeilen bzw. Vpn einer Faktor-
stufe von 1 bis n, mit dem Index j die Spalten bzw. Faktorstufen einer Vp von 1 bis J
durchnummeriert. In der letzten Zeile werden die Durchschnitte X, der Messwerte
der Faktorstufen und in der letzten Spalte die Durchschnitte X.; der Messwerte der
Blocke dargestellt.

Beispiel: In einer Untersuchung wird ausgezahlt, wie viele fehlerfreie Additionen von jeweils 2 einstelli-
gen Zahlen eine Vp pro Minute schafft. Lasst man eine Vp z.B. 30 min hintereinander Zahlen addieren,
erhalt man pro Minute einen bzw. insgesamt 30 Werte. Diese 30 Werte bilden eine Zeile im obigen
Datenschema. Werden mehrere Vpn untersucht, ergibt sich das vollstandige Schema.

Wie in der einfaktoriellen Varianzanalyse fur unabhangige Stichproben lautet die
Nullhypothese, dass mindestens zwei Mittelwerte signifikant verschieden sind:
Ho: wi=po=...=uy; die Alternativhypothese entsprechend: Hq: py#po#... 2.

Beispiel: Bezogen auf den obigen Fall wirde die H, inhaltlich besagen, dass sich die Rechengenauig-
keit der Vpn wéahrend der einférmigen Dauerbelastungsaufgabe nicht andert, die Alternativhypothese
entsprechend umgekehrt.

Das SAQg wird im Fall abhangiger Stichproben zerlegt in die Streuung zwischen den
Faktorstufen (SAQr, T wie engl. Treatment=Faktor), der Streuung zwischen den BIl6-
cken (SAQg, B wie engl. block) und einer Reststreuung (SAQg, R wie engl. rest).

SAQG = SAQT + SAQB + SAQR

X3 =0 X (R %)+ B %) XK %4

) J

= Messwert Nr. i der Faktorstufe Nr. j
= Arithmetisches Mittel aller Messwerte
i« = Arithmetisches Mittel des Blocks/Zeile Nr. i
. = Arithmetisches Mittel der Faktorstufe/Stichprobe/Spalte Nr. j
= Anzahl der Blécke/Zeilen
= Anzahl der Faktorstufen/Spalten

& 5 XX XX

Die Summe SAQg auf der linken Seite der Gleichung resultiert aus den Abweichun-
gen aller Messwerte vom Gesamtmittel X. Das erste Glied auf der rechten Seite, die
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Streuung SAQr zwischen den Faktorstufen, berucksichtigt die Abweichungen der
Faktorstufenmittel X.; vom Gesamtmittel X. Das SAQr entspricht dem SAQz zwi-
schen den Stichproben in der Varianzanalyse fur unabhangige Stichproben und ent-
halt ebenfalls neben der Zufallsstreuung einen Anteil, der auf die Wirkung des unter-
suchten Faktor zurtckzufihren ist, wenn er wirksam ist. (Da alle Stichproben gleich
grof’ sind, kann man in der Formel die Stichprobengrofen n; als n vor das Summen-
zeichen ziehen.) Das zweite Glied auf der rechten Seite, die Streuung SAQg zwi-
schen den Blocken, berlcksichtigt die Abweichungen der Blockmittel X, vom Ge-
samtmittel. Das dritte Glied ist die Reststreuung SAQg, die sich auf die Zufallsstreu-
ung zurickfihren lasst und zu der das SAQy in der Berechnung der Prifgrofie in
Beziehung zu setzen ist, um einen signifikanten Effekt annehmen zu kdnnen.

Das SAQ, der Varianzanalyse flr unabhangige Stichproben entspricht hier der
Summe des SAQg und des SAQg. Das bisherige Verfahren ist nicht mehr anwend-
bar, da das SAQ, bei abhangigen Stichproben nicht nur die Zufallsstreuung, sondern
auch die interindividuellen Unterschiede zwischen den Blocken enthalt. Der Um-
stand, das die Person eines Blockes die Messwerte seines Blockes aufgrund seiner
individuellen Eigenschaften gleich beeinflusst, verandert die Streuung innerhalb der
Stichproben. Es ist also das SAQRr anstelle von SAQ, fur die Prufgrof3e zu benutzen.
Das SAQg lasst sich einfacher als oben in der Gesamtgleichung angegeben Uber
folgende Gleichung bestimmen:

SAQRr = SAQg — SAQT - SAQg

Bei der Varianzanalyse fur abhangige Stichproben berechnet man mittlere Quadrate
aus dem SAQt und dem SAQg:

SAQ, SAQ,
J-1 (J=1)-(n-1)

J = Anzahl Stichproben; n = Anzahl Personen einer Faktorstufe

MQ; = MQ, =

Wie bei der Varianzanalyse flr unabhangige Stichproben ergibt sich die Methode zur
Prafung der Nullhypothese unmittelbar aus dem Vergleich der durch die mittleren
Quadrate geschatzten Grofen. Ist Ho: pi=po=...=py richtig, so ist sowohl MQgr als
auch MQr eine Schatzung der Zufallsstreuung o, da der Anteil des Faktors an der
Streuung im MQrt zu Null wird. Damit werden sich MQ; und MQg ,nur zufallig“ unter-
scheiden. Um die Nullhypothese zu prufen, muss man folglich die Prufgrof3e

_MQ,
MQs

F

mit der kritischen Grenze der F-Verteilung mit dem Zahlerfreiheitsgrad df;=J-1 und
dem Nennerfreiheitsgrad df;=(J-1)-(n—1) vergleichen. Auch hier gilt, dass die Hypo-
thesen zwar ungerichtet sind, die kritische Grenze aber immer einseitig zu bestim-
men ist. Allerdings kommt jetzt ein verkomplizierender Umstand hinzu: Die genann-
ten Freiheitsgrade gelten nur fur bestimmte Voraussetzungen, die komplexer Natur
sind und daher hier nicht weiter behandelt werden. Wenn diese Voraussetzungen
nicht erflllt sind, mussen die Freiheitsgrade durch einen Korrekturfaktor ¢ verkleinert
werden:
dfy = (J-1)e dfy=(J-1)(n-1)¢
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Fir diesen Korrekturfaktor € kbnnen folgende Grenzen angegeben werden:

L <g<1

J-1
Im Falle von J=2 Stichproben ist daher die Sachlage einfach: ¢ ist genau Eins und
die genannten Freiheitsgrade kdnnen unkorrigiert verwendet werden. Im Fall von J>2
Stichproben allerdings ist es kompliziert, ¢ zu bestimmen, so dass wir die Berech-
nung dem Computer Uberlassen. Fur Haus- und Klausuraufgaben greifen wir zu fol-
gender Vorgehensweise: Da ¢ in einem bestimmten Bereich liegt, liegt auch die kriti-
sche F-Grenze in einem bestimmten Bereich. Wir wollen mal nachrechnen, welche
Werte die korrigierten Freiheitsgrade in den genannten Extremfallen annehmen kon-

nen:

ce= 1 = df=(-1)-e=2 =1
J-1 J-1

df, =(J=1)- (1) e = =V O=D 4

J-1
ec=1 = df,=J-1
df, =(J-1)-(n-1)

Die gesuchte kritische Grenze F1, liegt dann also im kritischen Bereich von:

I:1—o¢;J—1;(.J—1)~(n—1) < F1—a < F1—a;1;n—1

Da wir nicht wissen, wo in diesem Bereich die kritische Grenze letztendlich liegt, be-
finden wir uns auf der sicheren Seite, wenn die Prufgrof3e entweder unterhalb oder
oberhalb des kritischen Bereichs liegt. Liegt die PrifgroRe innerhalb des kritischen
Bereiches, konnen wir ohne EDV-Unterstutzung keine Aussage treffen. Die Null-
hypothese gilt als angenommen, wenn die Prifgrofe nicht den kritischen Bereich,
also gleichzeitig beide oben genannten kritischen Grenzen, Uberschreitet:

F < (F1-u-1:0-1)-(n-1) BIiS F1o:1:n-1)

Zur Berechnung der PrufgrofRe wird eine Tafel der Varianzanalyse nach Herrn Hu-
BER, STAT -10-, aufgestellt:

SAQ df MQ F

Treatment n. Z(i-j _ i)2 J-1 SAQ, MQ;

j J-1 MQg
Blocke I (%, - y)z n—1
Rest SAQs-SAQr-SAQs (J-1)-(n-1) SAQg

(=11
Gesamt ZZ(XU _ )—()2 J-n—1
7

Das Gesamtmittel X berechnet sich durch die Summe aller Messwerte, dividiert durch die Anzahl aller
Messwerte. Das Blockmittel X;. wird durch die Summe der Messwerte einer Zeile, dividiert durch die
Anzahl der Messwerte einer Zeile, bestimmt. Das Faktorstufenmittel X.; ergibt sich aus der Summe
der Messwerte einer Spalte, dividiert durch die Anzahl der Messwerte einer Spalte:
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Beispiel einer einfaktoriellen Varianzanalyse
fur abhangige Stichproben

Angaben: 6 Schuler bekommen einen zweiteiligen Forderunterricht, wobei die Hypo-
these aufgestellt wird, dass der Forderunterricht eine Leistungsanderung bei den
Schulern bewirkt. Es wird die Leistung der Schuler sowohl vor dem Unterricht, nach

dem ersten Teil des Unterrichts sowie nach Abschluss des Forderunterrichts in der

Form von Punkten ermittelt. Signifikanzniveau: 5%.

. Statistische Hypothesen: Ho: wi=po=ps  Hq: py#po#us
. Festlegung des Signifikanzniveaus: o = 0,05
. MQ, :
. Auswahl des Verfahrens: F= M. dfi=(J-1)-¢; dfp =(J-1)-(n-1)-¢
R
Voraussetzungen: e normalverteilte Grundgesamtheiten
e varianzhomogene Grundgesamtheiten
. Stichprobenwerte:
Messzeitpunkt Nr.
Block Nr. 1 2 3 ) Xie
1 0 7 17 24 8
2 5 14 20 39 13
3 1 8 18 27 9
4 0 8 13 21 7
5 3 12 21 36 12
6 3 11 19 33 11
) 12 60 108 180
X 2 10 18 10

SAQ; =n-Y (%, - Xf

J

=6~[(2—10)2 +(10-10) +(18—10)2]=768
SAQ; =J- > (X, —X)

=3-[8-107 + (1310 + -+ (12-10) + (11-10)?]= 84
SAQg =Y. > (x; -X) =866

i

=(0-10)* +(7-10)" +(17 - 10)*

+(5-10)* +(14-10)* +(20-10)°

+...

+(3-10)" +(11-10)* +(19-10)’
SAQr = SAQG —~SAQr — SAQg = 866 — 768 — 84 = 14
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5. Tafel der Varianzanalyse:

SAQ df MQ F
Treatment 768 2 384 274,3
Block 84 5
Rest 14 10 1,4
Gesamt 866

6. Ermittlung des kritischen Bereichs:  F, ., 1, 11 = Fogs210 =410
FHM;,H = Fo,95;1;5 =661

7. Entscheidung: 274,3 > (4,10 bis 6,61)
= Hp wird abgelehnt

Damit ist mit einer Irtumswahrscheinlichkeit von 5% die erste Hypothese angenom-
men, dass die unterschiedlichen Lehrmethoden unterschiedlichen Lernerfolg bei den
Schulern bewirken.

5.3. Mehrfaktorielle Varianzanalyse

Wir wollen die Problemstellung noch einmal erweitern: Es ist der Einfluss mehrerer
Faktoren auf eine abhangige Zufallsvariable X zu untersuchen, und das Experiment
soll dabei so angelegt werden, dass auch eine eventuell vorhandene Wechselwir-
kung zwischen den Faktoren erfasst werden kann. Dass mehrere Faktoren auf ein-
mal gepruft werden, kann zwei Grinde haben:

e Viele Forscher mochten die Effekte mehrerer unabhangiger Variablen, die auf-
grund mehrerer theoretisch-inhaltlicher Hypothesen die abhangige Variable beein-
flussen sollen, zugleich auf Signifikanz prufen. Dartber hinaus bietet die mehrfak-
torielle Varianzanalyse im Gegensatz zur einfaktoriellen die Moglichkeit, Effekte zu
prufen, die sich aus der Kombination mehrerer unabhangiger Variablen ergeben.
Der Effekt einer solchen Kombination wird Interaktion bzw. Wechselwirkung ge-
nannt. So kann beispielsweise ein bestimmter Faktor bei Frauen anders als bei
Mannern wirken.

e FUhrt eine einfaktorielle Varianzanalyse zu keinem Ergebnis, so kann dies auf fol-
gende Ursachen zuruckgefuhrt werden: Entweder Ubt der Faktor tatsachlich kei-
nen Einfluss aus (resultiert in einem zu kleinem SAQz gegeniliber SAQ)) oder die
Zufallsstreuung ist im Vergleich zum Effekt des Faktors zu grof (resultiert in ei-
nem zu groBem SAQ, gegenuber SAQz). Das SAQz kann und sollte versuchs-
technisch nicht verandert werden, anders sieht es aber im Fall der Zufallsstreuung
SAQ, aus: Diese entsteht unter anderem auch aus Fehlereinfliissen, die aus un-
kontrollierten Storvariablen hervorgehen. Wollen wir die Prazision einer Untersu-
chung verbessern, missen wir daflir Sorge tragen, dass der Einfluss der Storvari-
ablen mdglichst klein gehalten wird. Hierfur bietet es sich an, neben Mallnahmen
wie der Konstanthaltung oder der Parallelisierung stérender Variablen die Stérva-
riablen systematisch zu variieren. Wir gruppieren die Vpn nicht nur nach den Stu-
fen der uns eigentlich interessierenden unabhangigen Variablen (Wirkfaktor),
sondern zusatzlich nach Variablen (Storfaktoren), von denen wir annehmen, dass
sie neben dem Faktor ebenfalls einen starken Einfluss auf die abhangige Variable
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(Messgroflde) ausuben. Der Effekt dieser Variablen wird auf diese Weise nicht nur
aus der Zufallsstreuung herausgezogen, sondern kann zusatzlich auf seine statis-
tische Bedeutsamkeit Uberprift werden. Der Nachteil dieser die Zufallsstreuung
reduzierenden Technik liegt darin, dass mit steigender Anzahl der kontrollierten
Storfaktoren die Anzahl der bendtigten Versuchspersonen rapide anwachst.

5.3.1. Verfahrensweise

Im folgenden werden wir nur die zweifaktorielle Varianzanalyse besprechen. Mit ihr
uberprifen wir, wie eine abhangige Variable von zwei unabhangigen Variablen (Fak-
toren) beeinflusst wird. Den ersten Faktor bezeichnen wir mit A und den zweiten Fak-
tor mit B. Fur die Nummerierung des Faktors A vereinbaren wir den Index j und fur
die Nummerierung des Faktors B den Index k. Der Faktor A habe J Stufen mit den
Bezeichnungen A, der Faktor B habe K Stufen mit den Bezeichnungen By. Insge-
samt ergeben sich J-K Faktorstufenkombinationen. Jeder dieser Faktorstufenkombi-
nationen wird eine Zufallsstichprobe des Umfanges n zugewiesen, so dass die Ge-
samtstichprobe aus N = J-K:n Vpn besteht. Von jeder Vp wird die abhangige Variable
erhoben. Die Messwerte x;jx werden nach folgendem allgemeinen Datenschema an-
geordnet:

B1 BZ ane BK i“

X111 X112 X11K

X211 X212 X21K B
A X311 X11 | X312 X12| .- X31K X1k X1

Xn11 Xn12 Xn1K

X121 X122 X12k

X221 X222 e X22K B
A, X321 X21 | X322 X22 | .- X32K X2k X2,

Xn21 Xn22 o Xn2K

X141 X142 X1JK

X241 X242 . X2Jk B
A X341 XJ1 | X342 XJy2 | -+ X34k XJK Xe

XnJ1 XnJ2 . XnJK
X.k X.1 X.2 X.K X

Die Messwerte xj sind hier dreifach indiziert. Der erste Index i kennzeichnet die
Nummer des Messwertes in einer Faktorstufenkombination. Der zweite Index j kenn-
zeichnet die Nummer der Stufe des Faktors A und der dritte Index k die Nummer der
Stufe des Faktors B, in deren Kombination der Messwert auftritt. Ausgehend von den
Einzelmessungen x;x wird fir jede Stichprobe (Faktorstufenkombination oder Zelle)
der Zelldurchschnitt Xy berechnet. Ausgehend von den Einzelmessungen aller
Stichproben der Stufe j des Faktors A wird der Zeilendurchschnitt X;. berechnet.
Ausgehend von den Einzelmessungen aller Stichproben der Stufe k des Faktors B
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wird der Spaltendurchschnitt X.x berechnet. Ausgehend von allen Messwerten wird
das Gesamtmittel X berechnet. Die Zeilen- und Spaltendurchschnitte sowie das Ge-
samtmittel lassen sich aber auch aus den Zellmittelwerten berechnen:

;ijk Zj:iik _ Zj:ij- ;i.k Zj:zk:ijk
= = X= = =

Xj. Xk
K J J K J-K

Beispiel: Wir sehen uns Beispiel 2 von Herrn HUBER an. Es soll die Wirkung von drei verschiedenen
Darreichungsformen eines Medikamentes zur Behandlung von Depressionen untersucht werden. Wei-
terhin soll geklart werden, ob sich das Medikament bei Mannern und Frauen unterschiedlich auswirkt.
Faktor A ist das Merkmal Geschlecht mit den J=2 Stufen méannlich (A;) und weiblich (A,). Faktor B ist
das Merkmal Darreichungsform mit den K=3 Stufen Placebo (B,), einfache Dosis (B,) und doppelte
Dosis (B3). Insgesamt gibt es J-K=6 Faktorstufenkombinationen: mannlich - Placebo (A;B,), weiblich -
Placebo (A;B1), mannlich - einfache Dosis (AB,), weiblich - einfache Dosis (A,B,), mannlich - doppelte
Dosis (A1B3) und weiblich - doppelte Dosis (A;B3). Jeder Faktorstufenkombination werden n=5 Perso-
nen zugewiesen, es gibt also J-K-n=30 Versuchspersonen. Von jeder Versuchsperson wird ein Mess-
wert X fir die abhangige Variable Depressivitat erhoben. Im ersten Datenschema sind die Messwerte
der einzelnen Vpn in den einzelnen Faktorstufenkombinationen dargestellt. Der Messwert X34 ist der
dritte Messwert der Zelle A,B4 (weiblich - Placebo). Im zweiten Datenschema sind die Zellendurch-
schnitte Xj, der Messwerte in den einzelnen Faktorstufenkombinationen, die Zeilendurchschnitte X;.
der Messwerte des Faktors A und die Spaltendurchschnitte X., der Messwerte des Faktors B darge-
stellt. Der Zellendurchschnitt X,, berechnet sich aus den Messwerten der Faktorstufenkombination
A4B, und betragt 15,6, der Zeilendurchschnitt X . betrifft die Messwerte der Faktorstufe A; und lautet
16,8 und der Spaltendurchschnitt X., bezieht sich auf die Messwerte der Faktorstufe B, und ist 16,6.
Das Gesamtmittel beruht auf allen Messwerten und betragt 16,9. Insgesamt lasst sich erkennen, dass
die Zelldurchschnitte Y(jk verschieden voneinander sind. Lasst sich Uberprifen, ob es signifikante Mit-
telwertunterschiede zwischen den Zellmitteln gibt, d.h. gibt es in diesem Experiment Gberhaupt irgend-
einen Effekt? Firr Faktor A lasst sich erkennen, dass der Zeilendurchschnitt X,.=16,8 der Manner klei-
ner ist als der Zeilendurchschnitt X,.=17,0 der Frauen. Ubt Faktor A einen Effekt aus, so dass diese
Durchschnitte signifikant verschieden voneinander sind, d.h. hat das Geschlecht einen Einfluss auf die
Depressivitat? Fir Faktor B lasst sich erkennen, dass das Spaltenmittel X.,=20,6 fiir das Placebo
hoher ist als das Spaltenmittel X.,=16,6 fiir die einfache Dosis und dieses ist wiederum gréler als der
Spaltendurchschnitt X.;=13,5 fiir die doppelte Dosis. Sind diese Mittelwerte signifikant verschieden
voneinander, so dass man annehmen kann, dass Faktor B einen Effekt auf die Depressivitat ausibt?
Hat das Medikament Uberhaupt eine Wirkung und welche Dosis ist wirksamer? Gibt es vielleicht eine
Wechselwirkung zwischen den beiden Faktoren, d.h. wirkt das Medikament bei den Frauen anders als
bei den Mannern?

Die zweifaktorielle Varianzanalyse beantwortet im allgemeinen vier Fragen:

1. Gibt es Uberhaupt einen signifikanten Effekt?

2. Ubt Faktor A einen signifikanten Effekt aus?

3. Ubt Faktor B einen signifikanten Effekt aus?

4. Gibt es eine Wechselwirkung zwischen den beiden Faktoren, die einen signifikan-
ten Effekt austbt?

Im Prinzip wird fir jede dieser Fragen eine eigenstandige einfaktorielle Varianzana-

lyse durchgefihrt, die bei den der jeweiligen Fragestellung entsprechenden Durch-
schnitten Uberprift, ob diese sich signifikant voneinander unterscheiden.

Statistik I 59



Stoff

5.3.1.1. Gesamteffekt

Ob es Uberhaupt einen signifikanten Effekt gibt, I1asst sich daran Uberprufen, ob sich
die Zelldurchschnitte signifikant voneinander unterscheiden. Entsprechend lautet die
Nullhypothese:

Ho: ZZ(ij _”)2 =0

j Kk

Wenn die Erwartungswerte pj der den Zellstichproben zugehdrigen Grundgesamt-
heiten alle gleich sind, sind die Differenzen zum p der alle Stichproben umfassenden
Grundgesamtheit gleich Null und damit auch die Abweichungsquadrate und die
Summe der Abweichungsquadrate: Die Zellmittel Xj sind also nicht signifikant von-
einander verschieden. Um dies zu prufen, wird eine einfaktorielle Varianzanalyse (fur
unabhangige Stichproben) durchgefihrt, wobei die J-K Stichproben (Zellen) als J-K
Stufen eines Faktors betrachtet werden. Dazu wird das MQz zwischen allen Stich-
proben, das neben der Zufallsstreuung die Effekte der Faktoren enthalt, und das
MQ, innerhalb aller Stichproben, das als Schatzwert fur die Zufallsstreuung genom-
men wird, berechnet:

2 SAQ

SAQz=n'Zj:Zk:(Xik_x) MQZ:J.K_Z1
2 SAQ

SAQ, = ;;Z(Xuk - Xjk) MQ, = JK—(nI_»])

Wie bei der einfaktoriellen Varianzanalyse ergibt sich die Methode zur Prifung der
Nullhypothese unmittelbar aus dem Vergleich der durch die mittleren Quadrate ge-
schatzten GrofRen. Ist die Nullhypothese richtig, so ist sowohl MQz als auch MQ, eine
Schatzung der Zufallsstreuung o, da die Anteile der Faktoren an der Streuung im
MQz zu Null wird. Damit werden sich MQz und MQ, ,nur zufallig“ unterscheiden. Um
die Nullhypothese beizubehalten, muss folglich die Prifgrofle

_MQ,
MQ,

F

kleiner als die kritische Grenze der F-Verteilung mit dem Zahlerfreiheitsgrad
df1=J-K-1 und dem Nennerfreiheitsgrad df,=J-K-(n-1) sein.

Wird die Nullhypothese bestéatigt, ist die zweifaktorielle Varianzanalyse hiermit been-
det. Es gibt keinen signifikanten Effekt, sowohl von Faktor A als auch von Faktor B
als auch von der Wechselwirkung zwischen beiden Faktoren nicht. Wird die Null-
hypothese abgelehnt, sind folgende weitere Analysen notwendig, um den Sachver-
halt naher aufzuklaren.

5.3.1.2. Haupteffekt Faktor A

Ob Faktor A einen Haupteffekt auf die abhangige Variable ausibt, lasst sich daran
prufen, ob es einen signifikanten Mittelwertunterschied zwischen den Zeilenmitteln
Xj. gibt. Die Nullhypothese lautet:
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H,: Z(“J- —u)z =0

J

Hier besagt die Nullhypothese, dass die Zeilenmittel X;. nicht signifikant voneinander
verschieden sind. Um dies zu prufen, wird eine einfaktorielle Varianzanalyse durch-
gefuhrt, wobei die Stichproben der Zeilen zu gro3eren Stichproben zusammenge-
fasst und als die der hier durchgefuhrten einfaktoriellen Varianzanalyse zugrundelie-
genden Stichproben betrachtet werden. Es gibt also J Zeilenstichproben mit J Zei-
lenmittelwerten X, zu den J Stufen des Faktors A. Zur Durchfiihrung wird das MQz
zwischen den Zeilenstichproben, das neben der Zufallsstreuung den Effekt des Fak-
tors A enthalt und daher nun MQa genannt wird, berechnet:

SAQ,
J-1

SAQ, =n-K-Y(x.-%) MQ, =
]

Ist die Nullhypothese richtig, so ist sowohl MQa als auch das vorher berechnete MQ,
eine Schatzung der Zufallsstreuung o, da der Anteil des Faktors A an der Streuung
im MQa zu Null wird. Damit werden sich MQa und MQ, ,nur zufallig“ unterscheiden.
Um die Nullhypothese beizubehalten, muss folglich die PrifgréRe

~MQ,

F—
MQ,

kleiner als die kritische Grenze der F-Verteilung mit dem Zahlerfreiheitsgrad df;=J-1
und dem Nennerfreiheitsgrad df;=J-K-(n-1) sein.

5.3.1.3. Haupteffekt Faktor B

Das gleiche gilt entsprechend fur Faktor B: Ob dieser einen Haupteffekt auf die ab-
hangige Variable auslbt, lasst sich daran prifen, ob es einen signifikanten Mittel-
wertunterschied zwischen den Spaltendurchschnitten X.c gibt. Die Nullhypothese
lautet also:

Hy: Zk:(u.k —n)*=0

Die Nullhypothese besagt, dass die Spaltenmittel X.x nicht signifikant voneinander
verschieden sind. Nun werden die Stichproben der Spalten zu gré3eren Stichproben
zusammengefasst und als die der hier durchgefuhrten einfaktoriellen Varianzanalyse
zugrundeliegenden Stichproben betrachtet. Es gibt also K Spaltenstichproben mit K
Spaltenmittelwerten X.x zu den K Stufen des Faktors B. Bei der Durchfihrung wird
das MQz zwischen den Spaltenstichproben, das neben der Zufallsstreuung den Ef-
fekt des Faktors B enthalt und daher nun MQg genannt wird, berechnet:

K-1

SAQ =n-J- X (X, -X)° MQg =
k
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Ist die Nullhypothese richtig, so werden sich MQg und MQ, ,nur zufallig“ voneinander
unterscheiden, wobei folglich die Prufgroflie

. MQB

Te)

kleiner als die kritische Grenze der F-Verteilung mit dem Zahlerfreiheitsgrad df;=K-1
und dem Nennerfreiheitsgrad df,=J-K-(n-1) sein muss.

5.3.1.4. Wechselwirkung AxB

Ob eine Wechselwirkung zwischen den Faktoren A und B einen Effekt auf die ab-
hangige Variable auslbt, lasst sich daran prufen, ob es einen signifikanten Mittel-
wertunterschied in den Beziehungen zwischen den Zell-, Zeilen- und Spaltendurch-
schnitten und zum Gesamtdurchschnitt gibt, was hier nicht weiter erklart wird. Die
Nullhypothese lautet:

Hy: ;(ij —Hje — MR +H)2 =0

Die Nullhypothese besagt, dass die Wechselwirkung zwischen den Faktoren A und B
keinen signifikanten Effekt auf die abhangige Variable ausubt. Um ein mittleres
Quadrat MQaxs, das neben der Zufallsstreuung eine Streuung enthalt, die aufgrund
des Effekts einer Wechselwirkung zwischen den beiden Faktoren entsteht, zu erhal-
ten, macht man sich folgende Gleichungen der Varianzzerlegung in einer zweifakto-
riellen Varianzanalyse zunutze:

SAQg = SAQz + SAQ
SAQz = SAQa + SAQg + SAQaxs

Das gesuchte mittlere Quadrat MQaxg berechnet sich dann wie folgt:

SAQ,q

G

Ist die Nullhypothese richtig, so werden sich MQax und MQ, ,nur zuféllig“ voneinan-
der unterscheiden, so dass folglich die PrufgroRRe

SAQAXB = SAQZ - SAQA - SAQB MQAXB =

_ MQAXB
F="Mq

kleiner als die kritische Grenze der F-Verteilung mit dem Zahlerfreiheitsgrad
df1=(J-1)-(K-1) und dem Nennerfreiheitsgrad df,=J-K:(n-1) sein muss.
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5.3.2. Tafel der Varianzanalyse

Um sich die Durchfihrung der zweifaktoriellen Varianzanalyse zu vereinfachen, wird
entsprechend HUBER (STAT -11-) eine Tafel der Varianzanalyse aufgestellt:

SAQ df MQ F
Faktor A n-K-. Z(ij- B i)2 J—1 SAQ, MQ,
i J-1 MQ,
Faktor B n-J-> (X - §)2 K—1 SAQ, MQ,
K K—1 MQ,
Wechselw. AxB SAQz-SAQA-SAQg | (J-1)(K-1) | _SAQue | MQug
(J-1-(K-1) MQ,
Zwischen n. Zz(ijk _ i)2 (J-K)-1 SAQ, MQ,
4 J-K-1 MQ,
Innerhalb %) J-K-(n—1 SAQ,
22204 =) =
Gesamt SAQz + SAQ N-1

Es empfiehlt sich, eine weitere Spalte mit den jeweiligen kritischen Grenzen anzule-
gen, um sich die Entscheidung fir oder gegen einen signifikanten Effekt zu erleich-
tern. Bei allen Varianzanalysen gilt, dass die Hypothesen zwar ungerichtet sind, die
kritische F-Grenze aber immer einseitig zu bestimmen ist.

5.3.3. Varianzaufklarung und Effektstarken

Ebenso wie in der einfaktoriellen Varianzanalyse kann man tber 112 fur die Gesamt-
varianz angeben, inwieweit diese auf die Effekte der Faktoren A und B zurtckgefuhrt
werden kann. Dies ist ein MaR fur die Starke der Faktoreneffekte:

. _SAQ,
T 7saq,

Weiterhin kann man ermitteln, wie sich diese Effektstarke auf die Faktoren A und B
sowie die Wechselwirkung zwischen den Faktoren aufteilt:

N’ =n;i + M + Nas

2 SAQA 2 — SAQB 2 — SAQAXB
Na —SAQG M SAQ, Naxe SAQ,

Es lassen sich also die Effektstarken von den Faktoren A und B und von der Wech-
selwirkung zwischen den Faktoren einzeln berechnen, deren Summe die Gesamtef-
fektstarke ergibt.
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Beispiel einer zweifaktoriellen Varianzanalyse

Beispiel 2 von Herrn HUBER

Xik B B, Bs 7(1.
A 22,4 15,6 12,4 16,8
A, 18,8 17,6 14,6 17,0
X ok 20,6 16,6 13,5 16,9
SRR NATESTIEDH
_(xm X11)2+ +( X11)2+ J=
n=
_ (X112 X12)2 +- -+ (X512 —X12)2 +
_(X123 —;23)2 +oeet (X523 —;23)2 ]
[(22-224F +-+(22-224) +
_ (1@-15,6)2 +-+(15-156)" + | _ 408
(16 -146) +-+(14-146) |
SAQZ = n'ZZ(;jk —;)2
ik
(ot = x[ + (xi2 = x[ + (xas _;)2}
=5.1-
(xer = xf + e =+ (o = |
_5._;(22,4—16,9)2 +(156-16,9) +(12,4—16,9)2]+ 3079
[188-169F + (176 169 + (14,6 - 169 ] ’
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SAQ, =n-K- Y (x» - xf
=5:3:| [ < xf + (xa - x[ |

-5.3.[168-169) + (170-169)|=03

SAQB :n-J-Z(Q.k —;)2

k

=52 (x =xf + e =xf + (s =xf |

5.2-|(20,6 -16,9) + (16,6 —16,9) +(13,5-16,9) ] = 2534

—_—

SAQ,,; = SAQ, - SAQ, - SAQ,
~3079-03-2534 =542

Tafel der Varianzanalyse:

SAQ df MQ F Fo.o5 Ergebnis
A 0,3 1 0,3 0,18 4,26 n. s.
B 253,4 2 126,7 74,53 3,40 S.
AxB 54,2 2 27,1 15,95 3,40 S.
Z 307,9 5 61,6 36,22 2,62 S.
I 40,8 24 1,7
G 348,7 29 |

Gesamteffekt Z:

Hy: ZZ(“jk _“)2 =0 H,: sz:(u,-k _H)z >0

ik i

Die Nullhypothese wird verworfen: Es konnte ein signifikanter Mittelwertunterschied
zwischen den Zellmittelwerten festgestellt werden. Der Faktor A, der Faktor B
und/oder die Wechselwirkung zwischen den Faktoren A und B haben einen signifi-
kanten Effekt.

Haupteffekt Faktor A:

Die Nullhypothese wird beibehalten: Es konnte kein signifikanter Mittelwertunter-
schied zwischen den Durchschnitten der Manner und der Frauen festgestellt werden.
Der Faktor A, das Geschlecht, Ubt keinen Effekt auf die abhangige Variable Depres-
sivitat aus.
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Haupteffekt Faktor B:

H,: g(p,k —p)z =0 H,: Z(M-k —u)z >0

k

Die Nullhypothese wird abgelehnt: Es konnte ein signifikanter Mittelwertunterschied
zwischen den Durchschnitten der verschiedenen Darreichungsformen des Medika-
ments bestatigt werden. Der Faktor B, die Darreichungsform des Medikamentes, ubt
einen Effekt auf die abhangige Variable Depressivitat aus.

Effekt der Wechselwirkung AxB:

Ho: Z(ij—uj.—u.k+u)2=0 H;: Zk:(u,-k—u,-.—u.k+u)2>0

k

Die Nullhypothese wird nicht beibehalten: Es konnte ein Effekt der Wechselwirkung
zwischen den Faktoren A und B auf die abhangige Variable Depressivitat bestatigt
werden. Manner scheinen anders auf verschiedene Dosen des Medikaments zu rea-
gieren als Frauen.

Varianzaufkldrunq / Effektstarke:

2= SAQ; 3079

= ~0,883
SAQ, 3487

Die Gesamtvarianz kann zu 88,3% auf die Effekte der Faktoren A und B und der
Wechselwirkung zwischen den Faktoren A und B erklart werden. Dieser Gesamtwert
teilt sich auf wie folgt:

, SAQ, 03

_ — 0,001
" 'saQ, 3487

Zu 0,1% kann die Gesamtvarianz auf den Einfluss des Geschlechts zurlckgefuhrt
werden.

, SAQ, 2534
B TSaQ, 3487

=0,727

Zu 72,7% kann die Gesamtvarianz durch den Einfluss der Darreichungsform des
Medikaments erklart werden.

2~ SAQus _ 542 o
SAQ, 3487

Zu 15,5% beruht die Gesamtvarianz auf den Effekt der Wechselwirkung.
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5.3.4. Interaktion zwischen den Faktoren

Die Wechselwirkung zwischen den Faktoren A und B wird auch Interaktion genannt
und ist wie folgt definiert:

Der Effekt eines Faktors in einer einzelnen Stufe des anderen Faktors wird ein-
facher Haupteffekt genannt. Eine Wechselwirkung liegt vor, wenn die einfa-
chen Haupteffekte eines der beiden Faktoren auf mindestens zwei Stufen des
anderen Faktors signifikant unterschiedlich ist. Keine Wechselwirkung liegt
also vor, wenn die einfachen Haupteffekte beider Faktoren auf allen Stufen des
anderen Faktors gleich groB sind.

Wir wollen uns diesen Sachverhalt einmal grafisch in einem Interaktionsdiagramm
verdeutlichen. Dazu werden die Zellmittelwerte in ein Koordinatenkreuz eingetragen,
wobei auf der x-Achse die Stufen des einen Faktors, auf der y-Achse die Stufen des
anderen Faktors eingetragen werden. Wichtig dabei ist, dass beide Diagrammaoglich-
keiten betrachtet werden: Auf der x-Achse werden in einem Diagramm die Stufen
des Faktors A aufgetragen, in dem anderem Diagramm die Stufen des Faktors B,
auf der y-Achse die Messwertskala. Die Zellmittelwerte, die hinsichtlich des nicht auf
der x-Achse dargestellten Faktors zu derselben Stufe gehoéren, verdeutlichen einen
einfachen Haupteffekt und werden daher mit einer Linie verbunden. Als Beispiel
nehmen wir an, Faktor A sei das Geschlecht (1-weiblich, 2-mannlich), Faktor B ein
blutdrucksenkendes Medikament (1-Placebo, 2-Wirkstoff). Weiterhin nehmen wir an,
dass alle Mittelwertunterschiede signifikant seien, beide Faktoren zeigen einen Effekt
auf den Blutdruck.

5.3.4.1. Nullinteraktion A A

B1 Bz )7(]'. dj. — / ]
A | 4 1125 3 — ! — A,
3

Ao | 6 3 |45 — |
X | 5 2 - / | A,
du| 2 -2 — 2 —

| > | >
A, A, B4 B,

Die Abbildungen zeigen, dass die Linien jeweils den gleichen Trend aufweisen (links
monoton steigend, rechts monoton fallend). Die Rangfolge der A-Stufen ist flr B4
und B3 identisch (links), und die Rangfolge der B-Stufen ist fir A; und A, identisch
(rechts). Die Haupteffekte beider Faktoren A und B sind damit eindeutig interpretier-
bar: Die Rangfolge der Zeilenmittelwerte des Haupteffekts A (X1. < X2.) gilt flr beide
Stufen des Faktors B: X1 < X1 (einfacher Haupteffekt A in Stufe B1) und X2 < X22
(einfacher Haupteffekt A in Stufe B,), und die Rangfolge der Spaltenmittelwerte des
Haupteffekts B (X.1 > X.2) gilt flir beide Stufen des Faktors A: X411 > X142 (einfacher
Haupteffekt B in Stufe A1) und X21 > X (einfacher Haupteffekt B in Stufe A). Frau-
en haben einen niedrigeren Blutdruck als Manner, unabhangig davon, ob ein Place-
bo oder ein blutdrucksenkendes Mittel gegeben wird (Faktor A). Das Medikament
bewirkt einen niedrigeren Blutdruck als das Placebo, also eine Blutdrucksenkung,
gleichgultig, ob es Mannern oder Frauen verabreicht wird (Faktor B).
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Die linke Abbildung zeigt die einfachen Haupteffekte von Faktor A auf den einzelnen
Stufen des Faktors B: In der Placebo-Stufe (Linie B4) zeigen die Frauen (Punkt A1B1)
einen niedrigeren Blutdruck als die Manner (Punkt A;B,), die Differenz d., betragt
—2, was sich in der wachsenden Steigung der Linie B4 auswirkt. In der Wirkstoff-
Stufe (Linie By) zeigt sich das gleiche Bild: Frauen (Punkt A{B;) haben einen niedri-
geren Blutdruck als die Manner (Punkt A;B.), die Differenz d.; ist auch hier -2, was
sich in der gleichen Steigung der Linie B, wie in Linie B4 auswirkt. Die einfachen
Haupteffekte des Geschlechts sind in beiden Stufen des Faktors B gleich, d.h. die
Zellmittelwertdifferenzen sind in beiden Stufen gleich hoch, was sich in einer Paralle-
litdt der Linien auswirkt. (Insgesamt ist die Linie B4 hdher als die Linie B,. Das be-
deutet, dass die Blutdruckwerte in der Placebo-Stufe insgesamt hoher sind als in der
Wirkstoff-Stufe.)

Die rechte Abbildung zeigt die einfachen Haupteffekte von Faktor B auf den einzel-
nen Stufen des Faktors A: In der Frauen-Stufe (Linie A4) zeigt sich beim Placebo
(Punkt B1A+) ein generell hdherer Blutdruck als beim Wirkstoff (Punkt B,A+), die Dif-
ferenz d4. betragt 3, was sich in der fallenden Steigung der Linie A1 auswirkt. In der
Manner-Stufe (Linie A;) zeigt sich das gleiche Bild: Beim Placebo (Punkt B1A;) zeigt
sich ein hoéherer Blutdruck als beim Wirkstoff (Punkt B2A), die Differenz d . ist auch
hier 3, was sich in der gleichen Steigung der Linie A, wie in Linie Ay auswirkt. Die
einfachen Haupteffekte des Faktors B sind in beiden Stufen des Faktors A gleich,
d.h. die Zellmittelwertdifferenzen sind in beiden Stufen gleich hoch, was sich in einer
Parallelitat der Linien auswirkt. (Insgesamt ist die Linie A niedriger als die Linie As.
Das bedeutet, dass die Blutdruckwerte bei Frauen niedriger sind als bei Mannern.)

Letztendlich Iasst sich feststellen, dass keine Interaktion vorliegt, wenn die Differen-
zen der Zellmittelwerte jeder Stufe eines Faktors auf allen Stufen des anderen Fak-
tors gleich sind, und sich dies im Interaktionsdiagramm in einer Parallelitat der Linien
auswirkt: Die einfachen Haupteffekte eines Faktors sind auf allen Stufen des ande-
ren Faktors gleich. Umgekehrt kdnnen wir daraus schlussfolgern, dass eine Interak-
tion vorliegen muss, wenn die Linien nicht mehr parallel sind, also wenn die Zellmit-
telwertdifferenzen unterschiedlich sind: Die einfachen Haupteffekte eines Faktors
sind in mindestens zwei Stufen des anderen Faktors unterschiedlich. Nun ist das
aufgrund zufalliger Einflisse fast immer der Fall, aber wann wird diese Unterschied-
lichkeit signifikant? Dies trifft zu, wenn in der zweifaktoriellen Varianzanalyse fur die
Wechselwirkung AxB ein signifikantes Ergebnis festgestellt werden konnte.

5.3.4.2. Interaktionstypen

Es lassen sich drei Typen von Interaktionen klassifizieren: ordinale, semiordinale
(hybride) und disordinale Interaktionen. Die Unterscheidung beruht nicht darauf, in-
wieweit die einfachen Haupteffekte in den einzelnen Stufen unterschiedlich stark
sind, was sich in unterschiedlichen starken Zellmittelwertdifferenzen in den einzelnen
Stufen bemerkbar macht, obwohl die Interpretation der Unterschiedlichkeit der Mit-
telwertdifferenzen in den einzelnen Stufen eines Faktors die Interaktion sichtbar
macht und daher notwendig ist. Die Unterscheidung beruht im wesentlichen darauf,
ob sich der Haupteffekt eines betrachteten Faktors auf allen einzelnen Stufen des
anderen Faktors in die gleiche oder in mindestens einer Stufe in die umgekehrte
Richtung auswirkt. Wirkt sich der Haupteffekt eines Faktors in allen Stufen des ande-
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ren Faktors gleich aus, so weisen die Zellmittelwerte der Stufen des betrachteten
Faktors in allen Stufen des anderen Faktors die gleiche Reihenfolge auf. Die Zellmit-
telwertdifferenzen zeigen dadurch alle das gleiche Vorzeichen wie die Mittelwertdiffe-
renz des Haupteffektes, wodurch die zugehorigen Linien die gleiche Steigung
(Trend) besitzen. Damit ist der Haupteffekt eindeutig interpretierbar. Wirkt sich aber
der Haupteffekt eines Faktors in mindestens einer Stufe in die umgekehrte Richtung
aus, so weisen die Zellmittelwerte dieser Stufe eine andere Rangfolge auf. Die Zell-
mittelwertdifferenzen zeigen dann in dieser Stufe ein umgekehrtes Vorzeichen als
die Mittelwertdifferenz des Haupteffektes. Die zugehdrige Linie zeigt einen anderen
Trend als die Linien der anderen Stufen. Der Haupteffekt ist damit nicht mehr ein-
deutig interpretierbar und daher mussen in allen einzelnen Stufen die einfachen
Haupteffekte interpretiert werden.

Der Typ der Interaktion zwischen zwei Faktoren ergibt sich aus der kombinierten Be-
trachtung der Interaktionsdiagramme beider Faktoren: Fiur jeden Faktor wird ein In-
teraktionsdiagramm angelegt und mit dem anderen Faktor verglichen. Wirken sich
beide Faktoren auf allen Stufen des anderen jeweils in die gleiche Richtung aus, so
ist die Interaktion zwischen beiden Faktoren ordinal, wirken sich beide Faktoren auf
jeweils mindestens einer Stufe in die entgegengesetzte Richtung aus, so liegt eine
disordinale Interaktion vor, zeigen beide Faktoren einen jeweils anderen Wirkungs-
typ, so ergibt sich daraus eine semiordinale (hybride) Interaktion. Letztendlich Iasst
sich dies in den Interaktionsdiagrammen am einfachsten erkennen: Uberkreuzen
sich die Linien in beiden Interaktionsdiagrammen nicht, liegt eine ordinale Interaktion
vor, Uberkreuzen sich die Linien nur in einem der beiden Diagramme, so liegt eine
semiordinale (hybride) Interaktion vor, und Uberkreuzen sich die Linien in beiden
Diagrammen, so liegt eine disordinale Interaktion vor.

Ordinale Interaktion A A

B: By | X | di | B, |

Al 3 11221 _ B Ao

A6 2|44 i _
Xu | 45 1,5 i B, i \
dok _3 _1 — /‘ _

| |

| >
A A, B+ B,

In beiden Abbildungen zeigen die Linien jeweils flr sich den gleichen Trend auf. Hin-
sichtlich der Haupteffekte kann man wie bei der Nullinteraktion sagen, dass diese
eindeutig sind (s.S. 67).

>

Die Interaktion macht sich in den unterschiedlichen Zellmittelwertdifferenzen der
Faktorstufen bemerkbar: Das Medikament bewirkt bei den Mannern ein starkere
Blutdrucksenkung als bei den Frauen: d+. < d .. Dies wird in der rechten Abbildung
deutlich, wo die Linie A, schneller abfallt als Linie A4. Eine analoge Verlaufsbetrach-
tung flr das Geschlecht ist an diesem Beispiel nicht mdglich, da das Geschlecht ein
personengebundener Faktor ist: Man kann nicht willkirlich Personen den Stufen A4
u. A, zuweisen und ihnen dann das entsprechende Geschlecht geben. Allerdings
kann man sagen, dass die Blutdruckdifferenz zwischen den Geschlechtern sich ver-
kleinert, wenn man ihnen das Medikament gibt: d., > d., (B steiler als B,).
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Semiordinale (hybride) Interaktion
A A

B4 B> )7(]'. dj.

Ar| 3 2 (25| 1 _ _ Az
A | 6 1 135 5 _ _

X.k 4,5 1,5 — 82 — A1
du| -3 1 1T, _

| > | >
A4 A, B4 B,

Das linke Diagramm zeigt zwei Linienzige mit gegenlaufigem Trend, was
zwangslaufig dazu fuhrt, dass sich die Linien im rechten Diagramm Uberschneiden.
Dennoch sind die Trends im rechten Diagramm gleichsinnig. Die Rangfolge der
Mittelwerte des Haupteffekts B (X.1 > X.2) gilt fir beide Stufen des Faktors A: X4 >
X412 und Xz1 > Xo. Der Haupteffekt ist damit eindeutig interpretierbar: Das
Medikament bewirkt eine hohere Blutdrucksenkung als das Placebo, unabhangig
davon, ob es den Frauen oder den Mannern verabreicht wurde. Die Interaktion
macht sich in den Mittelwertdifferenzen dy. in den einzelnen Faktorstufen
bemerkbar. Das Medikament bewirkt bei den Mannern eine starkere
Blutdrucksenkung als bei den Frauen: d. < d2., was sich im Interaktionsdiagramm
damit ausdruckt, dass die Linie A, starker abfallt als die Linie A;.

Haupteffekt A sollte hingegen nicht interpretiert werden. Die Aussage X1, < X2. gilt
nur fur die Stufe B4: X11 < X24. Fur die Stufe B, ist der Trend genau umgekehrt: X4, >
X22. Statt dessen sollte die Interaktion in den einzelnen Stufen beschrieben werden:
Frauen haben bei Placeboeinnahme einen niedrigeren Blutdruck als Manner (Linie
B1: d.s = =3), wahrend sie bei Einnahme des Wirkstoffes einen héheren Blutdruck
als Manner besitzen (Linie B,: d.x = 1).

Disordinale Interaktion A A
Bi By |X.|d. a B i Az

A | 3 4 (35| -1 _ _|

52 6 2 4 4 — 3 — A

Xok 4,5 3 — 2 —

da| -3 2 — -
| —» | —»
A A, B, B,

Beide Abbildungen verdeutlichen divergierende Linien sowohl im linken als auch im
rechten Diagramm, d.h. beide Haupteffekte sind fur sich genommen inhaltlich bedeu-
tungslos. Haupteffekt A (X1.< X2.) findet sich nur in Stufe B4 wieder, in Stufe B, kdn-
nen wir einen gegenteiligen Effekt beobachten. Haupteffekt B (X.1 > X.2) findet sich
nur in Stufe A, wieder, in Stufe A, ist der Effekt umgekehrt.

Unterschiede zwischen den Faktorstufen A4 und A, sind nur jeweils in den einzelnen
Stufen B4 und B, und Unterschiede zwischen den Faktorstufen B4 und B, sind nur
jeweils in den einzelnen Stufen A; und A sinnvoll interpretierbar. Die einfachen
Haupteffekte B in A machen deutlich, dass die Einnahme des Medikamentes bei den
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Mannern eine Blutdrucksenkung (Linie A; steigend: d,. = 4), bei den Frauen hinge-
gen eine Blutdruckerhéhung (Linie A4 fallend: d .= —1) zur Folge hat. Die einfachen
Haupteffekte A in den Stufen von B besagen auch hier, dass Frauen bei Placebo-
einnahme einen niedrigeren Blutdruck als Manner aufweisen (Linie By: d.; = -3),
wahrend sie bei Einnahme des Wirkstoffes einen hdheren Blutdruck als Manner be-
sitzen (Linie By: d.; = 2).

5.3.4.3. Signifikanztests fir einfache Haupteffekte

In den obigen Beispielen zu den einzelnen Interaktionstypen wurde vorausgesetzt,
dass alle Mittelwertunterschiede signifikant seien. Im Einzelfall, wenn eine Interaktion
in der Varianzanalyse festgestellt wurde, muss man jedoch bestimmen kdnnen, wel-
che einfachen Haupteffekte signifikant sind und welche nicht. Dies macht man ins-
besondere dann, wenn der Fall eintritt, dass ein Faktor nicht signifikant ist, die
Wechselwirkung AxB aber. Dann ermittelt man, in welchen Stufen des anderen Fak-
tors dieser Faktor signifikante einfache Haupteffekte aufweist, da sonst keine Wech-
selwirkung aufgetreten ware. Im Prinzip wird hierzu in allen Stufen des anderen Fak-
tors eine einfaktorielle Varianzanalyse durchgefuhrt, so dass wir mittlere Quadrate
fur jede einzelne Stufe ermitteln mussen.

Aq X11 X12 X1e
Ay X21 X22 X 24
Xek ¥.1 7(.2

Fir den Fall, dass wir die einfachen Haupteffekte des Faktors A in den Stufen von
Faktor B auf Signifikanz prufen wollen, wollen wir die Zellmittelwerte in den einzelnen
Stufen von B auf signifikante Mittelwertunterschiede testen:

Einfache Haupteffekte A in den Stufen von B

SAQA(BK) MQA(BK) F df4 dfs
n- Z(?jk - ?.k)z SAQue,) MQye,) J-1 | JK(n-1)
i J-1 MQ,

Beispiel: Wenn wir obigen Versuchsplan betrachten und die einfachen Haupteffekte des Faktors A
testen wollen, stellen wir folgende Hypothesen und SAQ auf:

Einfacher Haupteffekt A in Stufe B;.
Statistische Hypothesen:
Berechnung des SAQ:

Ho: pa1 = pog |‘l12u1l¢;,21217 o,
SAQa@,) = N[(X11=X )+ X21=X1)7]

Einfacher Haupteffekt A in Stufe B,.
Statistische Hypothesen:
Berechnung des SAQ:

Ho: piz = poo Hyt pag # pop

SAQA(BZ) =n(X 12—X.2)2+( X22—X.2)2]
Fir den Fall, dass wir die einfachen Haupteffekte des Faktors B in den Stufen von

Faktor A auf Signifikanz prufen wollen, wollen wir die Zellmittelwerte in den einzelnen
Stufen von A auf signifikante Mittelwertunterschiede testen:
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Einfache Haupteffekte B in den Stufen von A

SAQB(Ak) MQB(Ak) F df4 df,
n: Z(Y,-k - ij-)2 SAQgn, MQg s, K-1 J-K:(n-1)
‘ K-1 MQ

Beispiel: Wenn wir obigen Versuchsplan betrachten und die einfachen Haupteffekte des Faktors B
testen wollen, stellen wir folgende Hypothesen und SAQ auf:

Einfacher Haupteffekt B in Stufe A;.

Statistische Hypothesen:
Berechnung der SAQ:

Einfacher Haupteffekt B in Stufe A,.

Statistische Hypothesen:
Berechnung der SAQ:

Ho: p11 = pa2 I'i1: Mi1 # e
SAQB(A1) = n'[(X»]»]—X»].) +( X12—X1.) ]

Ho: pot = poo |‘i13 Ho1 # oo
SAQg(n,) = N-[(X21=X24) +( X22=X2.)]

Beispiel zur Ermittlung der Interaktion zwischen den Faktoren

Beispiel 2 von Herrn HUBER:

)7(jk B4 B, B3 )7(1'.
Aq 22,4 15,6 12,4 16,8
Az 18,8 17,6 14,6 17,0
Xk 20,6 16,6 13,5 16,9

2

3

W/

J=2;K=3;n=5;N=30

A,

Ay

>

A

Az

[
B4

[
B>

—>

Bs

Wie man auf dem ersten Blick erkennenkann, handelt es sich um eine semiordinale
Interaktion: Das Interaktionsdiagramm zu Haupteffekt A zeigt keine Uberschneidung,
wahrend das Diagramm zu Haupteffekt B eine solche aufweist. In der linken Abbil-
dung sieht man einen gegenteiligen einfachen Haupteffekt A in B4 gegenuber den
gleichgerichteten einfachen Haupteffekten A in B, und B3, wahrend in der rechten
zwei gleichlaufige Trends der einfachen Haupteffekte B in A; und Az zu erkennen-

sind.
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Da der Haupteffekt von Faktor B signifikant ist, sind auch die einfachen Haupteffekte
von Faktor B signifikant. Sie zeigen alle den gleichen Trend, der Haupteffekt B kann
sinnvoll interpretiert werden: Mit steigender Wirkstoffkonzentration sinkt die Depres-
sivitat, unabhangig davon, ob Manner oder Frauen den Wirkstoff einnehmen. Die
einfachen Haupteffekte von Faktor B kdnnen wir wie folgt interpretieren: Von Stufe
B1 zu B; sinkt die Depressivitat bei Mannern schneller als bei Frauen, Frauen schei-
nen eher auf den Placebo-Effekt zu reagieren als Manner oder sind an sich weniger
depressiv. Die Linien verlaufen hingegen von Stufe B, zu Stufe Bj fast parallel: Hier
ist keine Interaktion feststellbar, die doppelte Dosis zeigt fast dieselbe Wirkungsstei-
gerung sowohl bei den Mannern als bei den Frauen. (Die Linie A der Manner liegt
unter der Linie A, der Frauen, d.h. das Medikament ist bei den Mannern wirksamer.)

Der Haupteffekt A ist nicht signifikant, es mussen die einfachen Haupteffekte auf den
einzelnen Stufen von B getestet werden (Signifikanzniveau 5%):

AinB;: SAQug, =N (% X.1)
J
=n- [(iﬂ —i.1)2 + (X, —i,1)2]
~5-[(224-206)" + (188 - 206)"| - 32.4

AinB,: SAQu@, =n-D (X, _iﬂ)z

=n: [(Zz _i.z)2 "'(izz _i.z)z]
~5-[(156-166)" +(17.6 -166)°| =100

AinB;: SAQ,e, =n- Z(i,-a —Y.3)2
J

n [(iw _i-?»)2 +(i23 _i'e’)z]

5.[(124-135)" + (146 - 135)°| = 121

Tafel der Varianzanalyse:

SAQ df MQ F Fo.o5 Ergebnis
Ain B4 32,4 1 32,4 19,1 4,26 S.
Ain B, 10,0 1 10,0 5,9 4,26 S.
Ain B 12,1 1 12,1 7,1 4,26 S.
I 40,8 24 1,7

Die einfachen Haupteffekte A sind auf allen Stufen von Faktor B signifikant. Wenn
man sich das Interaktionsdiagramm zu Faktor A in der linken Abbildung oben an-
schaut, so zeigen die einfachen Haupteffekte nicht den gleichen Trend: Linie B fallt,
wahrend die Linien B, und B3 ansteigen. Der Haupteffekt von Faktor A kdnnte also
auch dann nicht sinnvoll interpretiert werden, wenn er signifikant ware. Es missen
die einzelnen Haupteffekte gedeutet werden: Bei Einnahme eines Placebos sind die
Frauen weniger depressiv als die Manner (Linie B4). Entweder sind Frauen generell
weniger depressiv oder bei lhnen wirkt sich der Placebo-Effekt starker aus. Bei Ein-
nahme des Medikaments sind die Manner weniger depressiv als die Frauen, sowohl
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bei einfacher als bei doppelter Dosis (Linie B, und B3). Manner reagieren also eher
auf das Medikament als Frauen. Linie B, und B3 sind parallel: Hier liegt keine Wech-
selwirkung zwischen dem Geschlecht und der einfachen bzw. doppelten Dosis vor.
(Die Linie B3 verlauft unterhalb der Linie B, und diese unterhalb von B4: Die doppelte
Dosis zeigt eine starkere Wirkung als die einfache Dosis und diese eine starkere
Wirkung als das Placebo.) Generell erflllt das Medikament seinen Sinn bei einer
Irtumswahrscheinlichkeit von 5%.

5.4. Voraussetzungen zu den Varianzanalysen

Sollen Mittelwertunterschiede mit der Varianzanalyse auf Signifikanz gepruft werden,
mussen hinsichtlich der Stichproben zu den einzelnen Faktorstufen (einfaktoriell)
bzw. Faktorstufenkombinationen (mehrfaktoriell) folgende Bedingungen erfullt sein:

1. Die den Stichproben zugehdrigen Grundgesamtheiten missen normalverteilt sein.
2. Die den Stichproben zugehoérigen Grundgesamtheiten missen varianzhomogen
sein.

Um die Voraussetzungen zur Varianzanalyse zu prifen, missen Testverfahren ein-
gesetzt werden, die z.T. nicht so robust wie die Varianzanalyse sind. D.h. dass die
Durchflihrung einer Varianzanalyse auf Grund eines signifikanten Vortests kontrain-
diziert erscheint, obwohl der F-Test als robustes Verfahren durchaus noch zu richti-
gen Entscheidungen fuhren wiarde. Zu der Frage, wie die Varianzanalyse reagiert,
wenn eine ihrer Voraussetzungen verletzt sind, wurden zahlreiche Untersuchungen
durchgefuhrt. Generell gilt, dass die Voraussetzungen der Varianzanalyse mit wach-
senden Umfang der untersuchten Stichproben an Bedeutung verlieren. Heterogene
Varianzen beeinflussen die Varianzanalyse nur unerheblich, wenn die untersuchten
Stichproben gleich grol3 sind. Bei ungleich grofien Stichproben und heterogenen Va-
rianzen ist die Gultigkeit des F-Tests vor allem bei kleineren Stichprobenumfangen
erheblich gefahrdet.

Zusammenfassend ist festzustellen, dass die Varianzanalyse bei

¢ hinreichend groRen (n>10) und

e gleich grof3en Stichproben

gegenuber Verletzungen ihrer Voraussetzungen relativ robust ist. Dies gilt weitge-
hend auch fir die Durchfuhrung von Einzelvergleichen nach dem SCHEFFE-Test.

5.5. Varianzanalyse und klassischer t-Test

Die einfaktorielle Varianzanalyse flr J=2 Stichproben ist mit dem klassischem t-Test
fur unabhangige Stichproben identisch. Fir die kritischen Grenzen gilt:

(t1—%;df )2 =Fiaitar

Das Quadrat einer t-GroRRe ist eine F-GrolRe. Dabei ist zu beachten, dass die t-Grolle
zweiseitig und die F-Grolie einseitig ist. Der Zahlerfreiheitsgrad der F-GroRe ist im-
mer 1, der Nennerfreiheitsgrad immer der Freiheitsgrad der t-Grole.
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6. Nichtparametrische, verteilungsfreie Verfahren

Bisher haben wir parametrische Verfahren kennengelernt, die alle auf der
Normalverteilung mit ihren Parametern pu und ¢ beruhen. Daher sind alle bisherigen
Tests nur auf metrischen Skalenniveaus sinnvoll. Nichtparametrische und
verteilungsfreie Verfahren sind eigentlich irrefUhrende Bezeichnungen. Sie dienen
zur Untersuchung von Sachverhalten auf nichtmetrischen Skalenniveaus. Hier
interessieren uns insbesondere Stichprobenverteilungen von Haufigkeiten flr
nominale Merkmale mit dem Parameter =: die Binomial- und XZ—VerteiIung.

6.1. Verfahren zur Binomialverteilung
6.1.1. Die Binomialverteilung

Die Binomialverteilung ist eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung, die Ereignisse
betrifft, die in zwei Alternativen auftreten. Diese kdnnen dabei gleich oder ungleich
wahrscheinlich sein. Gleich wahrscheinliche Alternativen sind z.B. Adler vs. Zahl
beim Miunzwurf, gerade Zahl vs. ungerade Zahl beim Widrfeln usw.; ungleich wahr-
scheinliche Alternativen sind z.B. Zahl 1 vs. andere Augenzahl, Ledige vs. anderer
Familienstatus usw.

Flhren wir mehrmals hintereinander ein Zufallsexperiment mit zwei alternativen Aus-
gangen A und B durch, so erhalten wir eine Zufallsabfolge von zwei Ereignissen A
und B mit konstanter Wahrscheinlichkeit = fur das Ereignis A und 1-xn flr das Er-
eignis B. Wenn n Versuche durchgefuhrt werden, kann das Ereignis A Omal, 1mal,
..., n-mal auftreten. Die Binomialverteilung ist die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
f(X) fur die Zufallsvariable X = {Haufigkeit des Auftretens des Ereignisses A bei n
Versuchen}. Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung ist abhangig von den Wahrschein-
lichkeiten der beiden alternativen Ereignissen und von der Anzahl n der Versuche.

Beispiel: Eine Minze wird 5Smal geworfen und es wird mitgezahlt, wie oft Adler gefallen ist. Diese Pro-
zedur wird unendlich oft durchgefiihrt. Anschliefend wird eine Haufigkeitsverteilung aufgestellt, die
angibt, wie haufig eine bestimmte Anzahl von Adlern beim 5maligem Werfen aufgetreten ist. Damit gibt
diese Verteilung an, wie wahrscheinlich es ist, bei einem Versuchsdurchgang eine bestimmte Anzahl
von Adlern zu erhalten. Dieselbe Verteilung ergibt sich, wenn man 5 Minzen gleichzeitig wirft und dann
die Anzahl der gefallenen Adler ermittelt.

Eine Binomialverteilung wird aufgestellt, indem fir jede mdgliche Auftretenshaufig-
keit f die zugehorige Wahrscheinlichkeit W(f) berechnet wird. Dies kann mit Hilfe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung oder durch folgendes Bildungsgesetz berechnet wer-
den:

n= Anzahl der Versuche

n . » W
W(f) = o _(1_ Tc)n f f= Auftretenshaluﬂgk(.elt von A
f n= Wahrscheinlichkeit, dass A
eintritt

Das erste Glied auf der rechten Seite der Gleichung wird Binomialkoeffizient genannt
und wie folgt ermittelt:
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(:j=fr(n—2étifi—f+1) wobei (3}=[2J=1

Am einfachsten wird der Binomialkoeffizient aufgestellt, indem man einen Bruch-
strich zieht und zuerst im Nenner die Produktreihe aufsteigend von 1 bis f bildet und
dann im Zahler von n ab absteigend die Produktreihe so lange weiterfuhrt, bis ge-
nauso viele Elemente wie im Nenner miteinander multipliziert werden.

4
=1
0
4
1 1
4 )
Beispiele: = 4—3 =6
2 1-2
4 .3.
_432_,
3 1-2-3
4)_4-3-2.1_
4) 1.2.3.4

Wir wollen nun die Binomialverteilung aufstellen fur den Fall, dass ein Prifling in einem Multiple-
Choice-Test die Antworten zufallig ankreuzt. Der Test besteht aus vier Aufgaben. Jede Aufgabe hat
vier Lésungsmadglichkeiten, von denen nur eine richtig ist. Die Wahrscheinlichkeit, in einer Aufgabe
zufallig die richtige L6sungsmaglichkeit zu raten, betragt W(R) = = = A (HUBER, STAT -6-, Regel 2).
Die Wahrscheinlichkeit fiir die andere Alternative, eine Aufgabe falsch zu erraten, betragt W(F) = 1-n =
%/,. Die Wahrscheinlichkeiten, im Gesamttest keine, eine, zwei, drei oder vier Antworten zufallig richtig
anzukreuzen, sind nach den Regeln der Wahrscheinlichkeit bzw. dem Bildungsgesetz fur Binomial-
wahrscheinlichkeiten wie folgt zu bestimmen:

Keine Aufgabe richtig gelost: f=0

Alle Aufgaben sind falsch gel6st: Die erste und die zweite und die dritte und die vierte. Nach dem Mul-
tiplikationssatz der Wahrscheinlichkeiten fur unabhangige Ereignisse (Regel 4, STAT -7-) ergibt sich:
W(FAFAFAF) = %4-%14%4%, = Cls)* = 0,316

Nach dem Bildungsgesetz der Binomialverteilung kdnnen wir errechnen:

W(O):[gj-(%)o (1=%)"" =11(%)" =0316

Eine Aufgabe richtig gelost: f=1

Es gibt vier Mdglichkeiten: Entweder die erste oder die zweite oder die dritte oder die vierte ist richtig
gel6st. Fur jeden Fall missen wir erst mal eine Einzelwahrscheinlichkeit errechnen:

W(RAFAFAF) = 1414141, = 14-(%14)* = 0,1055
W(FARAFAF) = %4141, = 14-(%14)° = 0,1055
W(FAFARAF) = %4%14 141, = 14-(%14)* = 0,1055
W(FAFAFAR) = %4%14%14 14 = 14-(%14)° = 0,1055

Statistik I 76



Stoff

Nach dem Additionssatz der Wahrscheinlichkeit (HUBER, STAT -6-, Regel 3) ergibt die Summe der
Einzelwahrscheinlichkeiten die Gesamtwahrscheinlichkeit fir das Ereignis, in dem Test eine Aufgabe
zufallig richtig zu 16sen:

W(1) =0,1055 + 0,1055 + 0,1055 + 0,1055 = 4 - 0,1055 = 0,422

Nach dem Bildungsgesetz gilt:

4- 5 (%) =0422

—~
—
N
Il
7\
—
N—
—~
N
INN
N—
-
—_—~
—
|
NN
S
N—
S
N
Il

Zwei Aufgaben richtig gelost: f=2

Es gibt sechs Moglichkeiten:

W(RARAFAF) = 312143 = (114)%(1a)? = 0,0352
W(RAFARAF) = 1314143 = (114)%(1a)? = 0,0352
W(RAFAFAR) = "/, / %, 1/4=(1/4)2(/4) =0,0352
W(FARARAF) = ¥/, /4 /4 %4 = ("1)%(Cla)* = 0,0352
W(FARAFAR) = /4143, /4_(1/4)2(/) =0,0352
W(FAFARAR) = %4141 = (114)%(1a)? = 0,0352

W(2) =6 - 0,035 = 0,211

Bildungsgesetzz  W(2) = (g(%)z -(1—%)4‘2 = 6-(%)2 (%)2 —0.211

Drei Aufgaben richtig gelost: f=3

Es gibt vier Méglichkeiten:

W(FARARAR) = /-4 1414 = %14(14)* = 0,0117
W(RAFARAR) = 1434141 = %14(14)* = 0,0117
W(RARAFAR) = 1443151, = %14(14)° = 0,0117
W(RARARAF) = 4143 = %14(14)* = 0,0117

W(3)=4-0,0117 = 0,047

Bildungsgesetz: W(3)=( ]-( 2 -(1= )7 =4-(%) - %=0047

Vier Aufgaben richtig gel6st: =4

W(RARARAR) = 1,141,415 = (15)* = 0,004

4

Bildungsgesetz: W(4)= (4

J-(%)“ (1= %) =1-(%)" 1=0004

Demnach sieht die gesuchte Binomialverteilung wie folgt aus:
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W(f)

Wi 0,5

0,316
0,422
0,211
0,047
0,004

M| WDN = O

Es liegt eine asymmetrische Verteilung vor, weil © = ',. Bei n = '/, erhdlt man eine symmetrische
Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Der Erwartungswert u der Binomialverteilung — auch Erfolgszahl genannt — I&sst sich
anhand folgender Uberlegung bestimmen: Die Haufigkeit f ergibt sich aus der Sum-
me der Zufallsvariablen x;, die mit der Wahrscheinlichkeit =1 den Wert 1 annimmt,
sonst den Wert 0. Wie wir in Hausaufgabe Nr. 43 bereits bestimmt haben, ist der
Erwartungswert p der Zufallsvariablen x; gleich = selbst, und die Varianz der
Zufallsvariablen x; gleich =-(1-r). Damit ergibt sich:

f=X1+Xo+ X3+ ...

“f=“x1+ux2+“x3+"' 61’2=Gi1+6i2+0i3+...
=T+ T+ T+... :n-(1—n)+n-(1—n)+n-(1—n)+...
=n-m :n-n-(’l—n)

Beispiel: Fur die obige Binomialverteilung kénnen wir die Erfolgszahl p und die Varianz o° wie folgt
bestimmen: p=n-n=4"/,=1; 6" = n-m(1-n) = 4"/,-%/4 = */s.

FUr die symmetrische Verteilungen mit ="/ gibt es bei HUBER eine Tabelle, die die
einzelnen Wahrscheinlichkeiten W(f) zu einem gegebenen n bis zu 25 auflistet. Zu
berucksichtigen ist dabei allerdings, dass es sich hierbei um kumulierte Wahrschein-
lichkeiten handelt. Um die Wahrscheinlichkeit zu einem bestimmten f zu erhalten,
muss von der Wahrscheinlichkeit, die angegeben ist, die links davon befindliche ab-
gezogen werden. Ist ein Zahlenpaar zur Subtraktion unvollstandig, ist in der Tabelle
von Herrn HUBER links eine Null bzw. rechts eine Eins zu vervollstandigen. Die Leer-
flache unten links besteht aus Nullen, die Leerflache oben rechts aus Einsen.

Beispiel: Fur die Binomialverteilung der Auftretenshaufigkeit des Adlers bei finf geworfenen Minzen
sehen die einzelnen Wahrscheinlichkeiten wie folgt symmetrisch aus:

f cum W(f) Berechnung W(f)
0 0,031 0,031-0,000 0,031
1 0,188 0,188-0,031 0,157
2 0,500 0,500-0,188 0,312
3 0,812 0,812-0,500 0,312
4 0,969 0,969-0,812 0,157
5 1,000 1,000-0,969 0,031
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6.1.2. Approximativer Binomialtest

Die Binomialverteilung nahert sich mit wachsendem Stichprobenumfang n der Nor-
malverteilung an und wird durch die Normalverteilung unter folgender bereits be-
kannter Voraussetzung hinreichend nahe approximiert (s. S 10):

e 9
n-(’l—n)

Unter dieser Voraussetzung wird der bereits bekannte approximative Binomialtest (s.
S. 28) gerechnet, ist sie nicht erflllt, wird der exakte Binomialtest benutzt.

6.1.3. Exakter Binomialtest

Im Verfahren des exakten Binomialtests wird die Entscheidung flr ein signifikantes
Ergebnis Uber die Uberschreitungswahrscheinlichkeit P gefallt. PriifgroRe ist dabei
die absolute Haufigkeit f der in der Stichprobe betrachteten Alternative. Je nachdem,
ob eine symmetrische (n:1/2) oder eine asymmetrische Verteilung (n¢1/2) vorliegt, ist
eine andere Vorgehensweise zur Bestimmung der Uberschreitungswahrscheinlich-
keit P angebracht.

6.1.3.1. Symmetrische Verteilung

Im zweiseitigen Verfahren fir symmetrische Verteilungen mit n='/, sieht die Uber-
schreitungswahrscheinlichkeit wie folgt aus:

W4
p=nm= n-% = n/2
] ] o° =n-m(1-) =
n-YeYs = n/4

01.. f f

Da in der Tabelle zur symmetrischen Binomialverteilung die Wahrscheinlichkeiten
kumuliert aufgestellt sind, gibt die dort angegebene Wahrscheinlichkeit zu der Prif-
gréRe f und dem Stichprobenumfang n bereits die untere Halfte der Uberschrei-
tungswahrscheinlichkeit an. Diese braucht dann nur noch verdoppelt zu werden.
Zum Ablesen in der Tabelle muss jedoch eine rechts von u="/, befindliche Priifgrofiie
immer in sein linksseitiges Spiegelbild transformiert werden:

=n-f fallsf>p
f

f’
f falls f < p
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Die Uberschreitungswahrscheinlichkeit lautet dann
P=2 -W(f<f)

Beispiel: Es wird vermutet, dass der Anteil der Frauen im Psychologiestudium nicht dem Anteil der
Manner entspricht. In der Bevdlkerung sind die Frauen mit n=", vertreten. Die Alternativhypothese
lautet also: Hy: n¢1/2. Eine Stichprobe mit 15 Personen ergibt einen Frauenanteil von f=12. Der Stich-
probenwert mit f=12 ist groBer als p="/,=7,5. Er muss also in sein kleineres Pendant mit ' = n—f =
15-12 = 3 transformiert werden. In der Tabelle mit den kumulierten Wahrscheinlichkeiten zu der Bi-
nomialverteilung mit =% kénnen wir in der Zeile n=15 und der Spalte f=3 den Wert W(f<3)=0,018
ablesen. Die Uberschreitungswahrscheinlichkeit lautet dann: P =2 - W(f<3)=2-0,018 = 0,032. Die
Aussage, Frauen und Manner sind im Psychologiestudium nicht gleich haufig vertreten, ware damit auf
dem 5%-Niveau der Verlasslichkeit signifikant.

Im einseitigen Verfahren besteht die Uberschreitungswahrscheinlichkeit nur aus der
unteren oder der oberen Halfte. Beide Halften sind von der Flache her gleich. Es
kann also bequemlicherweise immer die untere Halfte bestimmt werden, um die Ta-
belle der Binomialverteilung zu ="/, verwenden zu kénnen. Auch hier muss dazu die
PrifgréfRe in sein kleineres Spiegelbild tGberfihrt werden, wenn es groRer als die Mit-
te der Verteilung ist. Die Uberschreitungswahrscheinlichkeit P lautet in der einseiti-
gen Fragestellung:

P=W(f<f)

Beispiel: Aufgrund des obigen Stichprobenergebnisses kommen wir zu der Vermutung, dass das Psy-
chologiestudium berdurchschnittlich haufig von Frauen begonnen wird. Die Alternativhypothese lautet
jetzt: Hq: n>'/,. Eine neue Stichprobe mit 15 Personen ergibt einen Frauenanteil von f=13. Der Stich-
probenwert mit f=13 ist gréRer als p="/,. Er muss also in sein linksseitiges Spiegelbild mit f = n—f =
15-13 = 2 transformiert werden. In der Tabelle mit den kumulierten Wahrscheinlichkeiten zu der Bi-
nomialverteilung mit n=%% kdnnen wir in der Zeile n=15 und der Spalte f=2 den Wert W(f <2 )= 0,004
ablesen. Die Uberschreitungswahrscheinlichkeit lautet dann: P = W( f < 2 ) = 0,004. Die Aussage,
Frauen waren im Psychologiestudium tberdurchschnittlich haufig vertreten, ware damit auf dem 1%-
Niveau signifikant.

Beispiele fir den exakten Binomialtest bei symmetrischer Verteilung

Angaben: Es wird eine Stichprobe aus einer Berufsgruppe entnommen und die Hau-
figkeit f der Frauen ermittelt, da vermutet wird, dass die Verteilung von Frauen und
Mannern in dieser Gesamtheit den Verhaltnissen in der Bevolkerung nicht entspricht.
Signifikanzniveau: 5%.

1. Statistische Hypothesen: Hoom=% Hinz'%
2. Festlegung des Signifikanzniveaus: a=0,05
3. Auswahl des Verfahrens: Approximativer Binomialtest
Voraussetzung n> 9 =36, falls nicht erfullt:
- (1 - n)
— Exakter Binomialtest
4. Stichprobenwerte: n =10 — Exakter Binomialtest
5. Ermittlung der Priifgrée: f=9,daf>": f=n-f=10-9=1
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6. Uberschreitungswahrscheinlichkeit: P =2W(f<1)=2-0,011=0,022
7. Entscheidung: 0,022 <0,05 = Hpablehnen

Es konnte auf dem 5%-Niveau der Verlasslichkeit bestatigt werden, dass in der un-
tersuchten Berufsgruppe Manner und Frauen nicht gleich verteilt sind.

*k%*

Angaben: In einer bestimmten Berufsgruppe sollen Frauen unterreprasentiert sein.
Eine Stichprobe von 5 Personen ergab eine Frau. (5%-Signifikanzniveau)

1. Statistische Hypothesen: Hoon>% Hin<%
2. Festlegung des Signifikanzniveaus: a=0,05
3. Auswahl des Verfahrens: Approximativer Binomialtest
Voraussetzung n> L=36, falls nicht erfullt:
- (1 - n)
— Exakter Binomialtest
4. Stichprobenwerte: n =5 — Exakter Binomialtest
5. Ermittlung der PriifgréB3e: f=1,daf<"/;:f=f=1
6. Uberschreitungswahrscheinlichkeit: P = W(f<1) = 0,188
7. Entscheidung: 0,188 > 0,05 = Hg beibehalten

Es konnte auf einem Signifikanzniveau von 5% nicht bestatigt werden, dass in der
untersuchten Berufsgruppe Frauen unterreprasentiert sind.

6.1.3.2. Asymmetrische Verteilungen
Bei asymmetrischen Verteilungen liegt das Problem vor, dass die bendtigen Wahr-

scheinlichkeiten mit dem Bildungsgesetz zur Binomialverteilung aufgestellt werden
mussen und weiterhin, dass die Flachen nicht spiegelbildlich sind:

WG

W (f M=
() 0,5_ 52:%
(o)

0,316

0,422

0,211

0,047

0,004
1

M| WN = O

0 1 2 3 4 f

Im einseitigen Fall besteht die Uberschreitungswahrscheinlichkeit aus der Flache, die
sich von f weg entsprechend der Richtung der Alternativhypothese erstreckt:

Linksseitiger Test: P=W(f<f)=W(0)+ W)+ ... + W(F)
Rechtsseitiger Test: P=W(f>f)=W(f)+W({f+1) + ... + W(n)

Beispiel: Ergibt sich bei einem linksseitigen Test in einer Stichprobe mit n=5 eine Haufigkeit von =0, so
lautet die Uberschreitungswahrscheinlichkeit dann: P = W(f<0) = 0,316. Dieses Ergebnis ist damit auf
keinem Signifikanzniveau bedeutsam. Bei einem rechtsseitigen Test gilt fir ein Stichprobenergebnis
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von =3 eine Uberschreitungswahrscheinlichkeit von P = W(f>3) = 0,047+0,004 = 0,051, was ebenfalls
nicht signifikant ist. Wird bei einem rechtsseitigen Test aber eine Haufigkeit von f=4 festgestellt, so
ergibt sich eine Uberschreitungswahrscheinlichkeit von P = W(f>4) = 0,004, ein Ergebnis, das auf den
Signifikanzniveaus von 5% und 1% bedeutsam ist.

Im zweiseitigen Fall wird es aufgrund der Asymmetrie kompliziert. Im Grunde musste
man beide Flachen einzeln berechnen und addieren. Allerdings soll die Verdopplung
einer Halfte auch hier zu zufriedenstellenden Ergebnissen fuhren:

"), falls f<p
"), falls f>p

Beispiel fur den exakten Binomialtest bei asymmetrischer Verteilung

Angaben: In einem Multiple-Choice-Test mit drei Aufgaben zu jeweils vier Antwort-
moglichkeiten, wovon eine richtig ist, erreichte eine Person 2 Punkte. Ist dieses Er-
gebnis durch blindes Raten entstanden oder auf das Wissen des Probanden zurick-
fuhrbar? Signifikanzniveau: 1%

1. Statistische Hypothesen: Ho: n<'ls  Hy:m>'ly
(H¢: Die Wahrscheinlichkeit, dass die Person eine Aufgabe I0st, ist grofRer als ¥4 , wenn er sie auf-
grund seines Wissens und nicht zufallig 16st.)

2. Festlegung des Signifikanzniveaus: a=0,01
3. Auswahl des Verfahrens: Approximativer Binomialtest
Voraussetzung n> L=36, falls nicht erfullt:
- (1 - Tt)
— Exakter Binomialtest
4. Stichprobenwerte: n = 3 — Exakter Binomialtest
5. Ermittlung der Priifgrée: f=2

6. Uberschreitungswahrscheinlichkeit: P =W(f>2) = W(2) + W(3), da rechtsseitig

W(2) = @ (A -(1=14)" =3-(4) - % = 0,141

3 3 3-3 3
W(3)=@~(%) (1= =1-(%)-1=0,015
P=0,141 +0,015=0,156

7. Entscheidung: 0,156 > 0,01 = Hg beibehalten

Es konnte auf dem 1%-Niveau der Verlasslichkeit bestatigt werden, dass das Ergeb-
nis des Tests durch blindes Raten erklart werden kann.
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6.2. Verfahren zur Chi-Quadrat-Verteilung
6.2.1. y*-Unabhingigkeitstest
Der xz-Unabhéngigkeitstest dient zur Prifung, ob der durch Cramer's V ermittelte

Zusammenhang in einer Stichprobe signifikant ist, also auf die Grundgesamtheit
verallgemeinert werden kann. Fir die Berechnung von Cramer’s V wird Xz bendtigt:

X2
V= \/n-(min[J,K]—1)

In die Berechnung von XZ gehen die erwarteten Haufigkeiten E(fj) fir den Fall ein,
dass kein Zusammenhang zwischen zwei Merkmalen besteht:

f. -fu _ Zeilensumme - Spaltensumme
N Gesamtsumme

Die beobachteten Haufigkeiten fix konnen im Rahmen der Zufallsstreuung um einen
bestimmten Betrag von der erwarteten Haufigkeiten E(fi) abweichen. Diese Abwei-
chung fx—E(fik) summiert sich in v

fjk - E(fjk ))2

o5yl

v’-Werte verteilen sich nun in einer Grundgesamtheit, in der die beobachteten den
erwarteten Haufigkeiten entsprechen, wie folgt:

A

0,5

j P
Yo

Die Xz-VerteiIung wird benutzt, um die Entscheidung zu fallen, ob der Zusammen-
hang zwischen zwei Variablen A und B in der Stichprobe signifikant ist, also auch fur
die Grundgesamtheit angenommen werden kann. Die statistischen Hypothesen sind
ungerichtet und lauten dementsprechend:

Ho: A, B unabhangig Hq: A, B abhangig
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PrifgroRe des Verfahrens ist X Die krltlsche Grenze ist einseitig mit dem Freiheits-
grad df = (J-1)-(K-1). Die kritischen y 2-Grenzen kénnen zu den verschledenen Frei-
heitsgraden und den zwei Signifikanzniveaus bei HUBER in der y %_Tabelle rechts ne-
ben der t-Wert- Tabelle abgelesen werden. Die NuIIhypothese wird beibehalten, wenn
die PrufgroRe X unter der kritischen Grenze X 1-o:af bleibt, ein Zusammenhang ist
also dann signifikant, wenn die kritische Grenze Uberschritten wird.

Voraussetzung aller y ®-Tests ist, dass alle erwarteten Haufigkeiten groRer als 1 sind
und dass hochstens /5 der erwarteten Haufigkeiten kleiner als 5 sind.

Beispiel zum y*-Unabhingigkeitstest

Angaben: Es wurde nach dem Zusammenhang zwischen Einkommen und Kaffee-
bohnensorte gefragt und eine Stichprobe mit 400 Personen gezogen. Die Berech-
nung von Cramer’s V ergab einen auflerst geringe Abhangigkeit von V = 0,065. Ist
dieser Zusammenhang zufallig? Signifikanzniveau: 1%.

1. Statistische Hypothesen: Ho: A, B unabhangig Hi: A, B abhangig
2. Festlegung des Signifikanzniveaus: o= 0,01
3. Auswahl des Verfahrens: XZ—Unabhéngigkeitstest:
2
f —EU.»
2 ( jk jk
X = ~——; df=(J-1)(K-1)
ZJ:; E(fy)
Zeilensumme - Spaltensumme
E(fjk) =
Gesamtsumme
Voraussetzung: alle E(fx) > 1, max. s der E(fix) <5
4. Stichprobenwerte: Kaffee- Sozialer Status
sorte niedrig hoch )
A 31 [36] (49 [44]] 80
B 30 [28,8]|34 [35,2]| 64
C 119 [115,2]| 137 [140,8]| 256
) 180 220 400
, (31-36)" (49-44)°
X = +
36 44

@0—2&&2+¢M—3532
2838 352

019—1152f_+037—14aaf
115,2 140,8

6. Kritische Grenze: X3 oo pkn) = Xogsz = 92

5. PriifgréBe: =1,96

7. Entscheidung: 1,69 < 9,2 = Hgbeibehalten

Auf einem Signifikanzniveau von 1% konnte eine signifikante Abhangigkeit zwischen
sozialem Status und Kaffeesorte fur die Grundgesamtheit nicht bestatigt werden.
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6.2.2. xz-Anpassungstest

Der Xz—Anpassungstest kann hinsichtlich der Anwendung als Erweiterung des exak-
ten Binomialtests verstanden werden. Wahrend beim Binomialtest Hypothesen Uber
die Auftretenswahrscheinlichkeit von zwei Alternatlven in der Grundgesamtheit ge-
pruft werden (dichotomes Merkmal), werden beim y -Anpassungstest Hypothesen
uber die Auftretenswahrscheinlichkeit von mehr als zwei Alternativen getestet (nomi-
nales Merkmal). Die statistischen Hypothesen fir K Alternativen lauten dementspre-
chend:

HoZ T = TU10 H1Z T # TU10
HoZ TIK = TUKO H1Z TIK = TUKO

Auch in diesem Verfahren ist Xz die PrufgroRe. Allerdings gehen in die Formel nicht
die erwarteten Haufigkeiten fir den Fall ein, dass kein Zusammenhang besteht,
sondern die erwarteten Haufigkeiten fir den Fall, dass die vermuteten Wahrschein-
lichkeiten in der Grundgesamtheit sich als abbildungstreue Haufigkeiten in der Stich-
probe widerspiegein:

E(fk) = N-Tixo
Beispiel: Bei einem idealen Wirfel treten alle Augenzahlen gleich wahrscheinlich mit n="/g auf. Wenn
60mal hintereinander gewdrfelt wird, so kann erwartet werden, dass jede Augenzahl mit einer Haufig-

keit von E(fy) = n-m = 60-'/s = 10 auftritt.

Die beobachteten Haufigkeiten kdnnen im Rahmen der Zufallsstreuung um einen
bestimmten Betrag von den erwarteten Haufigkeiten abweichen. Diese Abweichun-
gen summieren sich in X

2
_ z (fk - E(fk ))
< E)
Uberschreitet Xz die kritische Grenze mit einem Freiheitsgrad von df=K-1, so wei-
chen die beobachteten Haufigkeiten der einzelnen Alternativen von den erwarteten

signifikant ab und die Nullhypothese muss verworfen werden.

Voraussetzung aller 1 %Tests ist, dass alle erwarteten Haufigkeiten gréler als 1 sind
und dass hdchstens '/s der erwarteten Haufigkeiten kleiner als 5 sind.

6.2.3. x*-und z-Werte
Das Quadrat einer z- Gro[}.e ist eine y>-GroRe. Dabei ist zu beachten dass die z-

Grole zweiseitig und die y 2-GroRe einseitig ist. Der Freiheitsgrad der y 2-Grofe muss
dabei 1 betragen:

2
2
(21—a2) = L1ast
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Beispiel zum xz-Anpassungstest

Angaben: Es wird vermutet, dass ein Wurfel gezinkt sei. Um das zu klaren, wird
60mal hintereinander gewdurfelt und die Haufigkeiten des Auftretens jeder Augenzahl
notiert. Es wird auf dem 5%-Niveau der Signifikanz gepruft.

1. Statistische Hypothesen: Ho: me="le Hi:me'ls  (fur alle k=1...6)
2. Festlegung des Signifikanzniveaus: a=0,05
3. Auswahl des Verfahrens: xz-Anpassungstest:
(f. -E())
2= Y df = K-
< E(f)
E(fk) = N-Ttko
Voraussetzung alle E(fx) > 1, max. "5 der E(fs) <5
4. Stichprobenwerte: Augen ik N-Ttko fi (f,—n-m,0)°
1 "I 10 15 2,5
2 e 10 8 0,4
3 e 10 7 0,9
4 'Ie 10 10 0
5 "fe 10 8 0,4
6 A 10 12 0,4
> 1 (n=60) | (n=60) | 4,6
5. PriifgréBe: XZ =46
6. Kritische Grenze: Ao k1 = Aro0s61 = Xogss = 111
7. Entscheidung: 4,6 <11,1 = Hop wird beibehalten

Auf einem Signifikanzniveau von 5% konnte die Hypothese nicht aufrecht erhalten
werden, dass der Wirfel gezinkt sei.
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7. Klausurvorbereitung

7.1. Anleitung

Wiederhole fir jeden der folgenden Abschnitte das entsprechende Kapitel, arbeite
Deine Aufzeichnungen und Hausaufgaben noch einmal durch und fertige kleine Zu-
sammenfassungen mit den wichtigsten Definitionen, Verfahrensweisen, Formeln und
Voraussetzungen an. Bearbeite dann erst die jeweiligen Fragen und Klausuraufga-
ben. Als Schlussvorbereitung nimmst Du Dir dann Deine Zusammenfassungen noch
mal vor, lernst diese und Ubst anhand der Klausuren den Ernstfall (Zeit: 90 min).

7.1.1. Stichprobenverteilungen

Fragen:

1.

Was ist eine Stichprobenverteilung? Und was ist eine Durchschnittsverteilung?

2. Was besagt der zentrale Grenzwertsatz?
3. Wie kann eine Normalverteilung von Stichprobenmittelwerten in eine Standard-

normalverteilung transformiert werden?

Klausuraufgaben:

Klausur 89, Aufgabe 3, Aufgabe 6
Klausur 90, Aufgabe 3

Klausur 91, Aufgabe 6

Klausur 92, Aufgabe 6

Klausur 96, Aufgabe 6, a) und b)
Klausur 97, Aufgabe 6

7.1.2. Signifikanztests |

Fragen:

1.

Was ist der Unterschied zwischen

a) einer inhaltlichen und einer statistischen Hypothese,
b) einer Nullhypothese und einer Alternativhypothese,

c) einer gerichteten und einer ungerichteten Hypothese?

. Formuliere zu den folgenden Beispielen die Nullhypothese und die Alternativ-

hypothese, und zwar jeweils sowohl inhaltlich als auch statistisch:

a) Es wird aus der Theorie der Verwahrlosung Minderjahriger abgeleitet, dass die
Intelligenzleistungen verwahrloster Jugendlicher insbesondere bei solchen Auf-
gaben unterdurchschnittlich sind, die das Erkennen von ordnenden Strukturen
und Redundanzen voraussetzen.

b) Es wird behauptet, dass die Population der Blinden durch Gberdurchschnittliche
Fahigkeiten zur akustischen Reizdiskriminierung gekennzeichnet sei.

c) Eineiige Zwillinge seien einander ahnlicher als zweieiige.

. Nenne Beispiele fur Entscheidungen, bei denen nach Deiner Ansicht

a) ein moglicher a-Fehler schwerwiegender ist als ein mdglicher B-Fehler,
b) ein moglicher B-Fehler schwerwiegender ist als ein mdoglicher a-Fehler.
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4. In einer Untersuchung mdége unter der Annahme einer gtiltigen Hy ein Mittelwert

von u=80 erwartet werden. Empirisch ergibt sich jedoch der Wert X=85. Die Ab-
weichung sei bei zweiseitigem Test auf dem 5%-Niveau signifikant. Ware die glei-
che Abweichung auch bei einseitigem Test signifikant?

Klausuraufgaben:

Klausur 89, Aufgabe 5
Klausur 90, Aufgabe 5
Klausur 91, Aufgabe 5
Klausur 92, Aufgabe 5 (wie Klausur 89, Aufgabe 5)
Klausur 94, Aufgabe 5 (wie Klausur 91, Aufgabe 5)
Klausur 96, Aufgabe 2
Klausur 97, Aufgabe 5 (wie Klausur 91, Aufgabe 5)

7.1.3. Konfidenzintervalle

Fragen:

1.

Wie verandert sich das Konfidenzintervall des Mittelwertes
a) bei VergroRerung des Konfidenzniveaus,

b) bei Vergrélkerung des Stichprobenumfangs,

c) bei VergroRerung der Populationsstreuung ox?

d) bei Vergréferung der Stichprobenstreuung ¢ ; ?

. Eine Verteilung von n=200 Beobachtungen sei durch Xx=100 und s=10 gekenn-

zeichnet. Wie lautet das Konfidenzintervall des Mittelwertes fur
a) eine Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95%,
b) einen Konfidenzkoeffizienten von 99%?

. In einem Konditionierungsexperiment lernen Hunde, auf ein akustisches Signal

hin einen Mechanismus zu bedienen, um Futter zu erhalten. Nach einer einwéchi-
gen Trainingsphase zeigen die Hunde in 200 Versuchen 160mal das gewunschte
Verhalten. Wie lautet das 95%ige Konfidenzintervall?

Klausuraufgaben:

Klausur 89, Aufgabe 4

Klausur 90, Aufgabe 1, Aufgabe 6

Klausur 91, Aufgabe 1

Klausur 92, Aufgabe 1, Aufgabe 3

Klausur 93, Aufgabe 5 (wie Klausur 90, Aufgabe 6)
Klausur 94, Aufgabe 4

Klausur 96, Aufgabe 6 (wie Klausur 90, Aufgabe 6)
Klausur 97, Aufgabe 4

7.1.4. Signifikanztests Il

Fragen:

1.

Welcher Korrelationskoeffizient kann mit dem uns bekannten Verfahren zur Pri-
fung von Korrelationskoeffizienten getestet werden?

2. Welche sind die flr das psychologische Experiment wichtigsten Signifikanztests?
3. Was kennzeichnet ein Experiment?
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. Was ist der Unterschied zwischen abhangigen und unabhangigen Stichproben?

. Was sind die Voraussetzungen des klassischen t-Tests?

. Ist der klass. t-Test oder der WELCH-Test zu bevorzugen?

. Wie wird einer der Voraussetzungen zum klass. t-Test Uberpruft?

. 12 Kinder reicher Eltern und 12 Kinder armer Eltern werden aufgefordert, den

Durchmesser eines Markstucks zu schatzen. Folgende Schatzungen wurden ab-
gegeben (in mm):

reich: 20, 23, 23, 21, 22, 25, 19, 24, 20, 26, 24, 25

arm: 24, 23, 26, 28, 27, 27, 25, 18, 21, 26, 25, 29
Uberpriife mit Hilfe des kl. t-Testes (Voraussetzung!), ob die durchschnittlichen
Schatzwerte der armen Kinder signifikant grof3er sind als die der reichen Kinder!

. Nach einer Untersuchung von MILLER und BUGELSKI (1948) ist zu erwarten, dass

Personen in ihren Einstellungen gegenuber neutralen Personen negativer werden,
wenn sie zwischenzeitlich frustriert wurden (Stndenbockfunktion). Fur 9 Jungen
mdgen sich vor und nach einer Frustration folgende Einstellungswerte ergeben
haben:

vorher: 38, 32, 33, 28, 29, 37, 35, 35, 34

nachher: 33, 28, 34, 26, 27, 31, 32, 36, 30
Sind die registrierten Einstellungsanderungen statistisch signifikant, wenn man
davon ausgeht, dass die Einstellungen normalverteilt sind?

Klausuraufgaben:

Klausur 89, Aufgabe 2

Klausur 90, Aufgabe 2, Aufgabe 4

Klausur 91, Aufgabe 2*, Aufgabe 4

Klausur 92, Aufgabe 2

Klausur 93, Aufgabe 2 (wie Klausur 90, Aufgabe 2), Aufgabe 4
Klausur 94, Aufgabe 1

Klausur 96, Aufgabe 1

Klausur 97, Aufgabe 1

7.1.5. Varianzanalysen

Fragen:

1.

2.

~N O

Wann werden Varianzanalysen eingesetzt und welchen Stellenwert haben sie in
der Experimentalpsychologie?

Was ist der Unterschied zwischen einer ein- und einer mehrfaktoriellen Varianz-
analyse?

3. Welche Hp wird mit der einfaktoriellen Varianzanalyse uberpruft?
4.
5. In welche Anteile wird die Gesamtvarianz SAQg in einer einfaktoriellen Varianz-

Was versteht man unter einer Fehlervarianz?

analyse zerlegt?

. Was bedeuten die Begriffe Varianzaufklarung und Effektstarke?
. Durch welches Verfahren kann die Differenz zwischen zwei einzelnen Stichpro-

benmittelwerten innerhalb der Varianzanalyse auf Signifikanz gepruft werden?

. Was ist bei der einfaktoriellen Varianzanalyse fur abhangige Stichproben hinsicht-

lich der kritischen Grenze zu bertcksichtigen?

" Zur Ubung sollte hier mal der klassische t-Test gerechnet werden (Anmerkung des Verfassers).
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9. Welchen versuchstechnischen Grund kann es geben, eine zweifaktorielle Vari-
anzanalyse durchzuftuhren, obwohl nur der Effekt eines Faktors interessiert?

10. Was ist der Unterschied zwischen einem Haupteffekt und einem einfachen
Haupteffekt bei der zweifaktoriellen Varianzanalyse?

11. Was ist eine Wechselwirkung und welche Typen gibt es? Worin unterscheiden
sich diese Typen?

12. Welche Voraussetzungen mussen bei Varianzanalysen gegeben sein? Wie kann
man die Prufung der Voraussetzungen umgehen?

13. 4 Stichproben & 20 Vpn werden varianzanalytisch untersucht. Wie mussten die
Daten der Vpn aussehen, damit folgende F-Werte resultieren?
a) Die F-PrufgrofRe ist null: F= 0.
b) Die F-Prifgréfe ist unendlich grol3: F — .

Klausuraufgaben:

e Klausur 93, Aufgabe 3, Aufgabe 6
o Klausur 94, Aufgabe 3

e Klausur 96, Aufgabe 3 und 4

o Klausur 97, Aufgabe 3

7.1.6. Nichtparametrische, verteilungsfreie Verfahren

Fragen:

1. Auf welchen Skalenniveaus werden nichtparametrische Verfahren eingesetzt?

2. Welche Verteilungen liegen den verteilungsfreien Verfahren zugrunde?

3. Was ist eine Binomialverteilung? Wie lautet das Bildungsgesetz, um eine Binomi-
alverteilung aufstellen zu kdnnen? Wie lassen sich der Erwartungswert und die
Varianz einer Binomialverteilung berechnen?

4. Wann wird ein Binomialtest durchgefuhrt? Welche Alternativen gibt es hierzu?
Welche Voraussetzungen mussen jeweils erflillt sein?

5. Was ist eine xz-VerteiIung? Welche Tests zur xz-VerteiIung gibt es und wann wer-
den sie angewendet? Welche Voraussetzungen muissen fur die Durchfuhrung ei-
nes xz-Tests erflllt sein?

6. GLEISS et al. (1973) berichten Uber eine Auszahlung, nach der eine Stichprobe
von 450 neurotischen Patienten mit folgenden (geringfugig modifizierten) Haufig-
keiten in folgenden Therapiearten behandelt wurden:
¢ Klassische Analyse und analytische Psychotherapie 82

¢ Direkte Psychotherapie 276
e Gruppenpsychotherapie: 15
¢ Somatische Behandlung: 48
e Custodial care: 29

Uberpriife die Hypothese, dass sich die 450 Patienten auf die 5 Therapieformen
gleich verteilen!

Klausuraufgaben:

Klausur 89, Aufgabe 1, Aufgabe 6
Klausur 92, Aufgabe 4

Klausur 93, Aufgabe 1

Klausur 94, Aufgabe 2, Aufgabe 6
Klausur 96, Aufgabe 5, c)

Klausur 97, Aufgabe 2
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7.2. Klausuren

7.2.1. Klausur 1989

Aufgabe 1: Es wurde behauptet, dass zwischen Bildungsniveau und der Einstellung
zu einem bestimmten politischen Thema (PRO oder CONTRA) ein signifikanter Zu-
sammenhang besteht. Bei 60 zufallig ausgewahlten Personen wurden folgende Er-
gebnisse festgestellt:

PRO CONTRA
Niedriges Bildungsniveau 5 10
Mittleres Bildungsniveau 26 4
Hohes Bildungsniveau 9 6

Ist damit obige Behauptung nachgewiesen? (Signifikanzniveau: 5%)

Aufgabe 2: Formulieren Sie ein konkretes inhaltliches Beispiel, wo ein Signifikanztest
fur den Vergleich zweier Mittelwerte (unabhangige Stichproben) sinnvoll sein kénnte!
Flhren Sie den Signifikanztest mit fiktiven Daten durch!

Aufgabe 3: Der Anteil einer bestimmten Merkmalsauspragung in einer Grundge-
samtheit betrage n=0,2. Es wird eine Stichprobe vom Umfang 60 gezogen und der
entsprechende Anteil p berechnet.

a) Welche Werte kann p annehmen?

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung von p!

c) Zeichnen Sie diese Verteilung!

d) Sind die ndtigen Voraussetzungen erfullt?

Aufgabe 4: In welchem Bereich liegt der ,wahre” |IQ einer Person, bei der ein 1Q von
115 gemessen wurde? Sicherheitswahrscheinlichkeit: 95%. Von den 1Q’s wird ange-
nommen, dass sie um den ,wahren® |Q normalverteilt sind mit einer Standardabwei-
chung von 5.

Aufgabe 5: Wie heilden die Fehler, die bei einem Signifikanztest auftreten kdnnen?
Worin bestehen diese? Wovon hangen die zugehdrigen Fehlerwahrscheinlichkeiten
ab?

Aufgabe 6: Wie verandern sich bei zunehmenden Freiheitsgrad
a) die t-Verteilungen,

b) die xz-VerteiIungen?

In welchem Zahlenbereich liegen y*-verteilte Groken?
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7.2.2. Klausur 1990

Aufgabe 1: Um das Durchschnittsalter einer Bevolkerungsgruppe zu bestimmen,
wurden aus ihr 150 Personen zufallig ausgewahlt und fur diese ein Mittelwert von 37
Jahren und eine Standardabweichung von 12 Jahren berechnet. Wie grol} ist das
Durchschnittsalter der ganzen Bevdlkerungsgruppe? (Sicherheitswahrscheinlichkeit:
99%)

Aufgabe 2: Formulieren Sie ein konkretes inhaltliches Beispiel, wo ein Signifikanztest
fur den Vergleich zweier Mittelwerte (verbundene Stichproben) sinnvoll sein kdnnte!
Flhren Sie den Signifikanztest mit fiktiven Daten durch!

Aufgabe 3: Aus einer Gesamtheit von Personen, die bezlglich einer bestimmten
Testleistung normalverteilt ist mit einem Mittelwert von 50 und einer Standardabwei-
chung von 10, werden zuféllig zwei Personen ausgewahlt (,mit Zurticklegen®). Wie
grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass

a) beide einen Testwert von Uber 60 haben,

b) mindestens eine von beiden einen Testwert von Uber 60 hat,

c) der Durchschnitt von beiden Testwerten tber 60 liegt?

Aufgabe 4: Es wurde behauptet, dass zwischen zwei Merkmalen ein signifikanter
Zusammenhang besteht. Bei einer Stichprobe vom Umfang n=70 wurde ein Korrela-
tionskoeffizient r=0,20 gefunden. Ist obige Behauptung richtig?

(Signifikanzniveau: 5%)

Aufgabe 5: Stellen Sie

a) fur den Test Ho: p=po. Hy: p#po

b) fur den Test Ho: pu>po. Hi: u<po

die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Testgrof3en, die kritische(n) Grenze(n) und das
Signifikanzniveau o grafisch dar! (c wird als bekannt, n als hinreichend grol3 ange-
nommen.)

Aufgabe 6: Es soll eine Aussage Uber einen Parameter der Grundgesamtheit mittels
eines Konfidenzintervalls gemacht werden. Von welchen Faktoren hangt die Prazisi-
on einer solchen Aussage ab? Wie kann die Prazision erhéht werden?
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7.2.3. Klausur 1991

Aufgabe 1: Von 80 zufallig ausgewahlten Studierenden sagten 60, dass sie mit ihrer
Studiensituation zufrieden seien. Zwischen welchen Grenzen liegt der Anteil der mit
ihrer Studiensituation zufriedenen Studierenden in der zugehoérigen Grundgesamt-
heit? (Sicherheitswahrscheinlichkeit: 95%)

Aufgabe 2: Eine Gruppe von 60 Kindern wurde nach Lehrmethode A unterrichtet,
eine andere gleich groRe Gruppe nach Methode B. Bei einem anschlielenden Leis-
tungstest ergab sich flr die Methode A eine durchschnittliche Punktzahl von 38 bei
einer Standardabweichung von 6, bei der Gruppe B eine durchschnittliche Punktzahl
von 43 bei einer Standardabweichung von 7. (Signifikanzniveau: 1%)

Aufgabe 3: Von einer Maschine sei bekannt, wie viele Unfalle mit welchen Wahr-
scheinlichkeiten bei ihrer Bedienung pro Jahr passieren, und zwar:

Zahl der Unfalle | Wahrscheinlichkeit Bestimmen sie
0 0,3 (a) den Erwartungswert und
1 0,4 (b) die Standardabweichung
2 0,2 der Unfallzahl!
3 0,1

Aufgabe 4: Formulieren sie ein konkretes inhaltliches Beispiel, wo ein Signifikanztest
fir den PEARSONschen Korrelationskoeffizienten (1-seitige Fragestellung) zur An-
wendung kommen kénnte! Fihren Sie den Signifikanztest mit fiktiven Daten durch!

Aufgabe 5: Kreuzen Sie bitte bei jeder der folgenden Aussagen zu Signifikanztests
an, ob Sie sie fur richtig oder fur falsch halten!

richtig falsch
a) Der Fehler 1. Art besteht darin, dass eine richtige Hy nicht abgelehnt wird. o} o}
b) Der Fehler 2. Art besteht darin, dass eine richtige Nullhypothese abgelehnt wird.
c) Der Fehler 2. Art besteht darin, dass eine falsche Hg nicht abgelehnt wird.
d) Je groler a, desto groRer
e) Je kleiner o, desto kleiner 3
f) Je kleiner n, desto gréfRer o
g) je groler n, desto kleiner 3
h) o und B erganzen sich zu 1

© 0 O O O O O
© O 0 O O O ©

Aufgabe 6:
a) Zeichnen Sie die Dichtekurve der Standardnormalverteilung und die Dichtekurve

einer t-Verteilung!
b) Worin unterscheiden sich t-Verteilungen von der Standardnormalverteilung?
c) Wie verandern sich t-Verteilungen mit zunehmenden Freiheitsgrad?
d) Nennen Sie t-verteilte Zufallsgrofien!

Statistik I 93



Aufgaben

7.2.4. Klausur 1992

Aufgabe 1: Bei einem Diagnostiker wurde festgestellt, dass er in 68 von 80 Fallen
eine richtige Diagnose stellte. Zwischen welchen Grenzen liegt der Anteil der richti-
gen Diagnosen in der zugehdrigen Grundgesamtheit?
(Sicherheitswahrscheinlichkeit: 95%)

Aufgabe 2: In einem bestimmten Land wurde das Fernsehprogramm erweitert. Es
wurde vermutet, dass dadurch die tagliche Einschaltzeiten verlangert wirden. Um
diese Vermutung zu prufen, wurden 40 zufallig ausgewahlte Haushalte sowohl vor
als auch nach der Programmerweiterung befragt. Bei Ihnen ergab sich vor der Pro-
grammerweiterung ein Durchschnitt von 6 Stunden, nach der Programmerweiterung
ein Durchschnitt von 5,5 Stunden. Fur die Zeitdifferenzen ergab sich eine Standard-
abweichung von 1,5 Stunden. Kann damit obige Vermutung statistisch nachgewie-
sen werden? (Signifikanzniveau: 5%)

Aufgabe 3: Angenommen, es wirden zur Bestimmung des Mittelwertes p einer
Grundgesamtheit unabhangig voneinander zwei Konfidenzintervalle berechnet, je-
weils mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 0,95. Wie grol} ist dann die Wahr-
scheinlichkeit, dass

a) alle beide Intervalle p enthalten

b) keines der Intervalle p enthalt

c) mindestens eines der Intervalle p nicht enthalt?

Aufgabe 4: Formulieren Sie ein konkretes inhaltliches Beispiel, wo ein xz-Test zur
Anwendung kommen konnte! Fuhren Sie den Signifikanztest mit fiktiven Daten
durch!

Aufgabe 5: Wie heilden die Fehler, die bei einem Signifikanztest auftreten kdnnen?
Worin bestehen diese? Wovon hangen die zugehdrigen Fehlerwahrscheinlichkeiten
ab?

Aufgabe 6: Was versteht man unter den Begriffen Grundgesamtheit, Stichprobe,
Stichprobenverteilung? Wie sieht die Stichprobenverteilung des arithmetischen Mit-
tels aus? (Verteilungsform, Erwartungswert, Standardabweichung)
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7.2.5. Klausur 1993

Aufgabe 1: Von einer bestimmten Heilmethode wird behauptet, dass mit ihr signifi-
kant weniger als die Halfte der behandelten Patienten geheilt werden. Prifen Sie
diese Behauptung auf dem 5%-Signifikanzniveau, wenn Sie wissen, dass von 18
behandelten Personen 6 geheilt wurden!

Aufgabe 2: Formulieren Sie ein konkretes inhaltliches Beispiel, wo ein Signifikanztest
fur den Vergleich zweier Mittelwerte (abhangige Stichproben) sinnvoll sein kénnte!
FUhren Sie den Signifikanztest mit fiktiven Daten durch!

Aufgabe 3: Um zu untersuchen, ob sich drei Diaten signifikant in ihrer Wirkung un-
terscheiden, wurde 15 Personen per Zufall je einer Diat zugewiesen und die Ge-
wichtsabnahme in kg festgestellt:

Diat 1 Diat 2 Diat 3
10 12 10
5 10 8
3 15 12
7 20 14
5 13 6

FUhren Sie auf dem 1%-Signifikanzniveau, ob sich die drei Diaten signifikant unter-
scheiden!

Aufgabe 4: Es wurde behauptet, dass der Zusammenhang zwischen zwei Merkma-
len positiv ist. Bei einer Stichprobe von 80 Personen wurde ein Korrelationskoeffi-
zient r=0,20 gefunden.

Ist obige Behauptung richtig? (Signifikanzniveau: 5%)

Aufgabe 5: Es soll eine Aussage Uber einen Parameter der Grundgesamtheit mittels
eines Konfidenzintervalls gemacht werden. Von welchen Faktoren hangt die Prazisi-
on einer solchen Aussage ab? Wie kann die Prazision erhoht werden?

Aufgabe 6: Beantworten Sie folgende Fragen zur zweifaktoriellen Varianzanalyse:

a) Welche Voraussetzungen missen gegeben sein, damit eine solche Uberhaupt
durchgefuhrt werden kann?

b) Wie kann erreicht werden, dass eine Verletzung dieser Voraussetzungen nicht
sehr gravierend sind?

c) Was versteht man unter einer Wechselwirkung?
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7.2.6. Klausur 1994

Aufgabe 1: Um die Behauptung zu prufen, dass von zwei Lehrmethoden die Metho-
de 2 zu hoheren Leistungen fuhrt, wurden 100 Kinder durch Zufall auf die beiden
Lehrmethoden aufgeteilt (je 50 Kinder). Bei einem abschlieRenden Leistungstest er-
gab sich fur die Methode 1 eine durchschnittliche Punktzahl von 38 bei einer
Standardabweichung von 6, fur die Methode 2 eine durchschnittliche Punktzahl von
41 bei einer Standardabweichung von 9. kann man damit obige Behauptung
nachweisen? (Signifikanzniveau: 1%)

Aufgabe 2: Bei 400 Urlaubern wurde festgestellt, ob sie ihren Urlaub im Ausland o-
der Inland verbringen und welches Bildungsniveau sie aufweisen:

niedriges Bildungsniveau hohes Bildungsniveau
Ausland 102 98
Inland 58 142

Prufen Sie, ob in der zugehdrigen Grundgesamtheit ein Zusammenhang zwischen
den beiden Merkmalen besteht! (Signifikanzniveau: 1%)

Aufgabe 3: Die Leistungen von 4 Schilern wurden zu drei verschiedenen Zeitpunk-
ten gemessen:

Schiler Zeitpunkt 1 Zeitpunkt 2 Zeitpunkt 3
1 7 9 14
2 10 10 19
3 12 10 14
4 5 9 13

Gibt es signifikante Leistungsunterschiede zwischen den drei Zeitpunkten?
(Signifikanzniveau: 5%; Hinweis: SAQg betragt 150)

Aufgabe 4: In welchem Bereich liegt der ,wahre” |IQ einer Person, bei der ein 1Q von
105 gemessen wurde? Sicherheitswahrscheinlichkeit: 95%. Von den IQ’s wird ange-
nommen, dass sie um den ,wahren“ |Q normalverteilt sind mit einer Standardabwei-
chung von 5.

Aufgabe 5: Kreuzen Sie bitte bei jeder der folgenden Aussagen zu Signifikanztests
an, ob Sie sie fur richtig oder fur falsch halten! (s. Klausur 91, Aufgabe 5)

Aufgabe 6:
a) Zeichnen Sie die Dichtekurve der Standardnormalverteilung und die Dichtekurve

einer t-Verteilung!
b) Worin unterscheiden sich t-Verteilungen von der Standardnormalverteilung?
c) Wie ist das Quadrat einer normalverteilten z-Grol3e verteilt?
d) Wie ist das Quadrat einer t-Gréf3e mit df=10 verteilt?
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7.2.7. Klausur 1996

Aufgabe 1: Um die Behauptung zu prufen, dass eine bestimmte Schlankheitsdiat
eine signifikante Gewichtsveranderung zur Folge hat, wurde bei 25 Personen das
Gewicht vor einer entsprechenden Kur (Durchschnitt: 90 kg) sowie nach der Kur
(Durchschnitt: 92 kg) gemessen. Die Standardabweichung der Differenzen betrug 4
kg. Ist obige Behauptung richtig? (Signifikanzniveau: 1%)

Aufgabe 2: Es wurde die Behauptung aufgestellt, dass mehr Leute in der Stadt leben
wollen als auf dem Land. Bei einer Befragung von 80 Personen sprachen sich 52 fur
die Stadt und nur 28 fir das Land aus. Gilt damit obige Behauptung auch fur die zu-
gehorige Grundgesamtheit? (Signifikanzniveau: 5%)

Aufgabe 3: Im Rahmen einer zweifaktoriellen Varianzanalyse wurden folgende
SAQ’s ermittelt: SAQa = 20; SAQg = 45; SAQaxs = 5; SAQ, = 40.

Die beiden Faktoren hatten je zwei Faktorstufen. Jeder Faktorstufenkombination lag
eine Stichprobe von n=5 Elementen zugrunde. Prifen Sie auf dem 5%-
Signifikanzniveau, ob es signifikante Haupteffekte der beiden Faktoren sowie eine
signifikante Wechselwirkung gibt!

Aufgabe 4: Bestimmen Sie fir die vorige Aufgabe die Effektstarken Eta® und inter-
pretieren Sie diese Zahlen!

Aufgabe 5:
a) Zeichnen Sie die Dichtekurve der Standardnormalverteilung und die Dichtekurve

einer t-Verteilung!
b) Wie verandern sich t-Verteilungen mit zunehmenden Freiheitsgrad?
c) Wie verandern sich Chiz-VerteiIungen mit zunehmenden Freiheitsgrad?

Aufgabe 6: Es soll eine Aussage uUber einen Parameter der Grundgesamtheit mittels
eines Konfidenzintervalls gemacht werden. Von welchen Faktoren hangt die Prazisi-
on einer solchen Aussage ab? Wie kann die Prazision erhoht werden?
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7.2.8. Klausur 1997

Aufgabe 1: Bei 2 Gruppen von Personen wurden Leistungswerte bestimmt und dar-
aus Standardabweichungen berechnet. Dabei ergab sich bei der 1. Gruppe mit 25
Personen eine Standardabweichung von 8, bei der 2. Gruppe mit 30 Personen eine
Standardabweichung von 6. Uberpriifen Sie auf dem 10%-Signifikanzniveau, ob sich
die Varianzen der beiden Gruppen signifikant unterscheiden!

Nennen Sie auch die dabei unterstellten Voraussetzungen!

Aufgabe 2: Es wurde behauptet, dass es in einer bestimmten Bevolkerungsgruppe
weniger Raucher als Nichtraucher gibt. Bei einer Zufallsauswahl von 24 Personen
wurden nur 9 Raucher, aber 15 Nichtraucher gefunden. Gilt damit obige Behauptung
fur die ganze Bevdlkerungsgruppe? (Signifikanzniveau: 5%)

Aufgabe 3: Die Leistungen von 3 Schulern wurden zu drei verschiedenen Zeitpunk-
ten gemessen:

Schuler Zeitpunkt 1 Zeitpunkt 2 Zeitpunkt 3
1 8 12 16
2 11 12 19
3 11 12 16

Gibt es signifikante Mittelwertunterschiede zwischen den 3 Zeitpunkten? (Signifi-
kanzniveau: 5%) Hinweis: SAQg betragt: 90

Aufgabe 4: Um in einem bestimmten Land die DurchschnittsgrofRe der Wohnungen
zu bestimmen, wurden 400 Haushalte zufallig ausgewahlt und fir diese ein Mittel-
wert von 80 gm und eine Standardabweichung von 20 gm berechnet. Wie grof} ist
die durchschnittliche Wohngrélie aller Haushalte dieses Landes? (Sicherheitswahr-
scheinlichkeit: 99%)

Aufgabe 5: Kreuzen Sie bitte bei jeder der folgenden Aussagen zu Signifikanztests
an, ob Sie sie fur richtig oder fur falsch halten! (s. Klausur 91, Aufgabe 5)

Aufgabe 6: Eine Gesamtheit von Personen sei hinsichtlich ihrer IQ’s normalverteilt

mit einem Mittelwert von 100 und einer Standardabweichung von 15.

a) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufallig ausgewahlte Person einen
IQ zwischen 85 und 115 hat?

b) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Durchschnitts-1Q von 9 zufallig aus-
gewahlten Personen zwischen 85 und 115 liegt?

Stellen Sie die Wahrscheinlichkeiten auch grafisch dar!
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7.3. Losungen zu den Fragen

7.3.1. Stichprobenverteilungen

1.

Eine Stichprobenverteilung ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines statisti-
schen Kennwertes (Mald der zentralen Tendenz: Arithmetisches Mittel, Median;
Streuungsmald: Standardabweichung, Varianz, durchschnittliche Abweichung etc.)
von allen moéglichen Stichproben (mit dem Umfang n), die aus einer Grundge-
samtheit gezogen werden kdnnen.

. Eine Durchschnittsverteilung ist eine Stichprobenverteilung des Mittelwertes, d.h.

die Wahrscheinlichkeitsverteilung der an der Gesamtheit aller moglichen Zufalls-
stichproben (des Umfangs n) erhaltenen Mittelwerte.

. Der zentrale Grenzwertsatz besagt, dass die Verteilung von Mittelwerten aus

Stichproben gleichen Umfangs n, die aus derselben Population stammen, bei
wachsendem Stichprobenumfang n in eine Normalverteilung Ubergeht. Diese
Aussage ist unabhangig von der Verteilungsform der Messwerte in der Grundge-
samtheit.

. Mit der z-Transformation (wie jede andere Normalverteilung auch).

7.3.2. Signifikanztests |

1.

a) Statistische Hypothesen betreffen Aussagen, die Uber statistische Kennwerte
einer Stichprobe aufgestellt werden. Von den statistischen Hypothesen zu un-
terscheiden sind die inhaltlichen Hypothese, die der Forscher Uber seinen Un-
tersuchungsgegenstand aufgestellt hat. Die inhaltliche Hypothese ist in die sta-
tistischen Hypothesen Hp und Hy umzusetzen.

b) Die zu prifende statistische Hypothese nennt man Nullhypothese und besagt
folgendes: Die untersuchte Stichprobe entstammt aus einer Grundgesamtheit
mit der in der Nullhypothese formulierten Aussage. Die der Nullhypothese ent-
gegengesetzte Hypothese nennt man Alternativhypothese, und sie besagt : Die
untersuchte Stichprobe entstammt nicht aus einer Grundgesamtheit mit der in
der Nullhypothese formulierten Aussage.

c) Gerichtete Hypothesen geben die Richtung des behaupteten Zusammenhangs
oder Unterschiedes vor, ungerichtete nicht. Eine gerichtete Hypothese wird mit
einem einseitigen, eine ungerichtete mit einem zweiseitigen Test gepruft.

2. a) Nullhypothese: Die Intelligenz von verwahrlosten Jugendlichen (po) ist genauso

hoch oder hoher als die Intelligenz von nicht verwahrlosten Jugendlichen (p):
Ho: KoL
Alternativhypothese: Die Intelligenz von verwahrlosten Jugendlichen (o) ist
niedriger als die Intelligenz v. nicht verwahrlosten Jugendlichen (uq): H1: po<p
b) Nullhypothese: Die Fahigkeit zur akust. Reizdiskriminierung ist bei Blinden (o)
genauso hoch bzw. geringer als bei nicht blinden Personen (u+): Ho: po<p4
Alternativhypothese: Die Fahigkeit zur akustischen Reizdiskriminierung ist bei
Blinden (uo) héher als bei nicht blinden Personen (u1): H1: po>p
c) Nullhypothese: Unterschiede zwischen eineiigen Zwillingen (uo) sind genauso
hoch bzw. kleiner als bei zweieiigen Zwillingen (w1): Ho: po<p
Alternativhypothese: Unterschiede zwischen eineiigen Zwillingen (uo) sind gro-
Rer als zwischen zweieiigen Zwillingen (w1): Hq: po>p
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3. a) Das Kultusministerium vergibt den Auftrag, die Wirksamkeit einer neuen Unter-
richtsmethode zu prufen. Ho: po>pq (die Unterrichtsmethoden unterscheiden
sich nicht bzw. die neue Methode (u,) ist schlechter), Hq: puo<ps (die neue Un-
terrichtsmethode (p4) ist besser als eine herkdmmliche Unterrichtsmethode).
Hier besagt der a-Fehler, dass falschlicherweise angenommen wird, dass die
neue Lehrmethode besser sei als die alte Methode, was fur das Ministerium die
schwerwiegendere Konsequenz hat, dass die Neuanschaffung von Lehrmateri-
al, Umschulung der Lehrer, Neugestaltung der Unterrichtsplane etc. rausge-
worfenes Geld bedeuten. Die Konsequenz eines flr das Ministerium geringer
wiegenden B-Fehler ware, dass zwar keine Fehlinvestitionen riskiert werden,
aber die Chance, den Unterricht zu verbessern.

b) Es wird ein Zusammenhang zwischen gesteigertem Fernsehkonsum und ver-
minderter Konzentrationsfahigkeit vermutet. Ho: p>0 (zwischen der Dauer des
Fernsehens und der Konzentrationsfahigkeit besteht kein oder sogar ein positi-
ver Zusammenhang), Hq: p<0 (mit zunehmender Dauer des Fernsehens sinkt
die Konzentrationsfahigkeit). Ein a-Fehler hatte zur Konsequenz, dass Erzie-
hungsberater Eltern, die sie aufgrund von Konzentrationsschwachen ihrer Kin-
der aufsuchen, empfehlen , die Fernsehzeiten der Kinder einzuschranken. Die-
se MalRnahme wird zwar die Konzentrationsfahigkeit der Kinder nicht verbes-
sern, sie durfte aber dartber hinaus keine erheblichen negativen Konsequen-
zen auf die Kinder haben. Anders sahe es beim B-Fehler aus: Die Erziehungs-
berater werden den Eltern mitteilen, dass die Konzentrationsschwachen ihrer
Kinder nichts mit dem Fernsehen zu tun haben, was zur Folge hat, dass die
Konzentrationsschwachen der Kinder weiter zunehmen.

4. Ja, wenn die Alternativhypothese Hq: py>p heif3t.

7.3.3. Konfidenzintervalle
1. a) Es wird groRer (unpraziser, ungenauer).
) Es wird kleiner (praziser, genauer).

) Es wird groRer (unpraziser, ungenauer).
) Es wird groRer (unpraziser, ungenauer).
) 100 + 1,96V = 98,61 < u < 101,39

) 100 + 2,58\ = 98,18 < u < 101,82

3. 74,46% <1 < 85,54

7.3.4. Signifikanztests Il

—

. Der Produkt-Moment-Korrelationskoeffizient von PEARSON.

2. Es sind die Verfahren zur Prifung von Unterschiedshypothesen, insbesondere der
WELCH-Test und der klassische t-Test.

3. Bei einem Experiment variiert der Versuchsleiter systematisch einen Faktor, um
seinen Effekt auf die Messvariable zu ermitteln, wahrend er versucht, Storeinflls-
se zu minimieren.

4. Der Unterschied besteht darin, dass unabhangige/unverbundene Stichproben

nicht aus denselben Versuchspersonen bestehen und auch nicht parallelisiert

sind.
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5. unabhangige Stichproben sowie varianzhomogene und normalverteilte
Grundgesamtheiten (s.S. 43)

6. Der WELCH-Test ist dem klass. t-Test zu bevorzugen (obwohl der klass. t-Test ei-
ne grolere Teststarke besitzt), da der klass. T-Test aufgrund seiner Vorausset-
zungen problematisch ist.

7. Zur Prufung der Varianzhomogenitat der beiden Stichproben zugrundeliegenden
Populationen wird der F-Test verwendet.

8. 1. Ho: py—p2 > OHy: py—p2 < 0 (uq reich)

2. a=0,01/0,05
3. Klassischer t-Test
Prufung auf Gleichheit der Varianzen (Vor. zum klass. t-Test):

. 2 2 . 2 2
1. Ho. G, =0, H1. G, # 0O,

2.a0=0,10
5.F=1,85
6. Foosir11 = 285

7. 1,85 < 2,85 = Hy beibehalten = Varianzen sind homogen
= Voraussetzung fur den klassischen t-Test ist erfullt

ni= 11, Y‘] = 22,67, Sq1 = 2,27; Ny = 11, 7(2 = 24,92, So = 3,09
t=-2,03

to,gg;zz = —2,51 oder t0,95;22 =—1 ,72

1%:-2,03 >-2,85 = Hy beibehalten

5%: -2,03 <-1,72 = H; beibehalten

Es konnte nur auf dem 5%-Niveau die inhaltliche Hypothese beibehalten werden,
dass arme Kinder Markstticke in ihrer Groflie besser schatzen kénnen als reiche.
Ho: wi—p2 < OH1: wi—u2 > 0 (}11 vorher)

a =0,01/0,05

z-Test fur abhangige Stichproben (Formel (4)-(l), STAT -9-)
d=2,67,s4=2,45,n=9

t=3,26

to:gg;g = 2,90 oder to:g5;8 = 1,86

1%: 3,26 >2,90 = H4 beibehalten

5%: 3,26 >1,86 = H; beibehalten

Es konnte auf beiden Signifikanzniveaus bestatigt werden, dass nach
zwischenzeitlichen Frustrationen neutrale Personen negativer bewertet werden als
vorher.

NOo oA

NoahrwN =

7.3.5. Varianzanalysen

1. Varianzanalysen werden eingesetzt, um die Unterschiede der Mittelwerte von
mehr als zwei Stichproben auf Signifikanz zu prufen. Aufgrund der Tatsache, dass
die meisten heutigen psychologischen Experimente mehr als einen Faktoren be-
rucksichtigen, gehoren die Varianzanalysen zu den bedeutsamsten Verfahren in
der Experimentalpsychologie Uberhaupt.

2. Bei einer einfaktoriellen Varianzanalyse wird der Effekt eines Faktors, bei einer

mehrfaktoriellen die Effekte von mehr als einem Faktor untersucht.

. Ho: Hi=Ho= ... =l oder Hy: Z(uj—},t)z =0

. Die Fehlervarianz (Fehlerstreuung, Zufallsvarianz, Zufallsstreuung, Standardfeh-

ler) ist die nicht auf den Effekt des Faktors zurlickfiihrbare Streuung der Messwer-

AW
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te und errechnet sich aus der Summe der quadrierten Abweichungen aller Mess-
werte von ihrem jeweiligen Gruppenmittel (SAQ)).

. ES/\(Q(;== 55/\(12 +-55/\(1|
. Sie sind synonyme Begriffe und bezeichnen den relativen Anteil der Streuung, die

auf den unterschiedlichen Stufen des Faktors beruhen, an der Gesamtstreuung.
Der Rest der Gesamtstreuung ist auf zufallige Einflusse zurickzufuhren und nicht
auf den Effekt des untersuchten Faktors. Je grofl3er ein Varianzanteil auf den Ein-
fluss des Faktors zurickgefuhrt werden kann, desto starker ist die Wirkung des
Faktors.

. Durch das Verfahren des multiplen Mittelwertvergleichs von SCHEFFE.
. Die kritischen Grenzen der einfaktoriellen Varianzanalyse mussen durch einen

Korrekturfaktor ¢ verkleinert werden. Um die recht komplizierte Berechnung zu
umgehen, bestimmen wir in Haus- und Klausuraufgaben einen die kritische Gren-
ze enthaltenden kritischen Bereich, der zur Entscheidung fir oder gegen die Hy
herangezogen wird.

. FUhrt eine einfaktorielle Varianzanalyse zu keinem Ergebnis, kann die mdglicher-

weise zu hohe Zufallsstreuung verkleinert werden, indem eine (vermutlich) mal3-
gebliche Stoérvariable in die Varianzanalyse mit einbezogen wird. Dadurch wird
nicht nur die Zufallsstreuung verkleinert, sondern der Effekt eines vermuteten
Storfaktors kann zusatzlich auf seine statistische Bedeutsamkeit Uberpruft wer-
den.

. Der Haupteffekt eines Faktors wirkt sich auf allen Stufen des anderen Faktors
aus, der einfache Haupteffekt nur auf einer einzelnen Stufe des anderen Fak-
tors. Oder: Signifikante Mittelwertunterschiede, die sich Uber alle Stufen eines
Faktors ergeben, werden auf den Haupteffekt des anderen Faktors, signifikante
Mittelwertunterschiede in einer einzelnen Stufe eines Faktors werden auf den
einfachen Haupteffekt des anderen Faktors zurickgeflhrt.

Eine Wechselwirkung zwischen zwei Faktoren liegt vor, wenn sich die einfachen
Haupteffekte eines der beiden Faktoren auf mindestens zwei Stufen des ande-
ren Faktors signifikant unterscheiden, d.h. die Wirkung eines Faktors ist auf min-
destens zwei Stufen des anderen Faktors unterschiedlich. Es gibt folgende Ty-
pen: Eine ordinale Interaktion liegt vor, wenn sich beide Faktoren auf den Stufen
des anderen Faktors zwar unterschiedlich, aber in die gleiche Richtung auswir-
ken. Eine disordinale Interaktion liegt vor, wenn sich beide Faktoren auf den Stu-
fen des anderen Faktors in die jeweilig entgegengesetzte Richtung auswirken.
Eine semiordinale Interaktion liegt vor, wenn sich der eine Faktor in die gleiche
Richtung und der andere in die entgegengesetzte Richtung auswirkt.

Die Voraussetzung zu allen Varianzanalysen ist, dass die den Stichproben zu-
gehorigen Populationen sowohl normalverteilt als auch varianzhomogen sind.
Die inferenzstatistische Prifung dieser Voraussetzungen kann man umgehen,
indem man daflr sorgt, dass die zu erhebenden Stichproben hinreichend (mehr
als zehn Vpn) und gleich grof3 sind.

a) Die Mittelwerte der 4 Stichproben mussen identisch sein.

b) Die Werte der Vpn innerhalb einer jeden Stichprobe mussen identisch sein.

7.3.6. Nichtparametrische, verteilungsfreie Verfahren

1.

auf nichtmetrischen Skalenniveaus

2. Wir haben die Binomial- und die XZ-VerteiIung kennengelernt.
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. Eine Binomialverteilung ist eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung, die die

Wahrscheinlichkeit fur die Auftretenshaufigkeit fur eine von zwei moglichen Alter-
nativen bei einer bestimmten Anzahl von Versuchen wiedergibt. Das Bildungsge-
setz fUr die Wahrscheinlichkeit W(f) einer bestimmten Auftretenshaufigkeit f einer
Alternativen, die mit der Wahrscheinlichkeit © bei einem einmaligen Versuch auf-
tritt, findet sich auf S. 75. Erwartungswert einer Binomialverteilung: pu = n-x; Vari-
anz: o = n-m-(1-m).

. Ein Binomialtest wird durchgefuhrt, wenn eine Hypothese Uber den Anteil an der

Population oder die Auftretenshaufigkeit eines Merkmals geprift werden soll.
Hierzu wird der exakte oder der approximative Binomialtest gerechnet. Wahrend
der exakte Binomialtest immer gerechnet werden kann, muss flr den approximati-
ven dle Voraussetzung n > 9/(n-(1-rt)) erflllt sein.

. Eine -Vertellung ist eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung, die die Verteilung

der maoglichen Abwelchungen von beobachteten zu erwarteten Haufigkeiten W|e—
dergibt. Zu der -Vertellung gibt es den -Unabhanglgkeltstest und den X -
Anpassungstest. Der % —Unabhanglgkeltstest dient der Prifung, ob der in einer
Stlchprobe durch Cramer’'s V ermittelte nominale Zusammenhang signifikant ist.
Mit dem y -Anpassungstest werden Hypothesen uber dle Auftretenswahrschein-
lichkeit von verschiedenen Alternativen gepruft. Fur alle %_Tests mussen die Vor-
aussetzungen erfullt sein, dass alle erwarteten Haufigkeiten gréf3er als Eins und
hdchstens ein Funftel aller erwarteten Haufigkeiten grof3er als Funf sind.

1. Hp: =02 Hy:m=#0,2 furallek=1...5

2. a=0,01/0,05

3. xz—Anpassungstest: Voraussetzung E(fx) > 1, max. '/5 der E(fk) < 5 gegeben
4. n =450

5. X = 508,56

6. X 0,99:4 = 133bZW X 0954—95

7. 1%: 508,56 > 13,3 = Hy annehmen

5%: 508,56 > 9,5 = H;annehmen
Auf beiden Signifikanzniveaus wurde die Hypothese, dass sich die Klienten auf al-
le Therapieformen gleichmafig verteilen, widerlegt.

7.4. Losungen zu den Klausuraufgaben

7.4.1. Klausur 1989

Aufgabe 1:

7.

ok wn -~

Ho: A; B unabhangig Hi: A, B abhangig

a=0,05

Xz—Unabhéngigkeitstest, Vor.: alle E(fx) > 1, hdchstens 5 der E(fix) <5
J=2, K=3, n=60; 5[10], 10 [5], 26 [20], 4 [10], 9 [10], 6 [5]

v°=13,2

X(2),95;2 =60

13,2 > 6,0 = H, verwerfen, Hy annehmen

Die Behauptung, dass zwischen Bildungsniveau und politischer Einstellung ein signi-
fikanter Zusammenhang besteht, konnte auf dem 5%-Signifikanzniveau bestatigt
werden.
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Aufgabe 2:
Es muss ein eigenstandiges Beispiel in der Art von Hausaufgabe 64 oder 65 ge-

bracht werden.

Aufgabe 3:
a) Die relative Haufigkeit p kann allgemein Werte zwischen Null und Eins annehmen:

0 < p < 1. Bei dieser Stichprobe kann zudem g) nur 60stel-Werte annehmen, ins-
gesamt sind das 61 Werte: p = {50, /60, /60, le0}

b) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von p ist eine N(0,2;0,05)-Verteilung.

C)A

N(0,2;0,05) e Maximum bei u=0,2 u=n=0,2
¢ Wendepunkte bei:
H-c =0,15 c= 0’2(1_0=2) 20’05
uto = 0,25 60

T 1 >
0,15 0,2 0,25 1 p

_ 9 5625 ist mit n=60 efilll.
n-(1—n) 0,2-(1—0,2)

d) Die Voraussetzung n >

Aufgabe 4:

Berechnung eines Konfidenzintervalls fur p mit bekanntem o: p=x+z, -%

2 4/n

Der wahre 1Q dieser Person ist mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95% in
einem Bereich zwischen 105,2 und 124,8 zu vermuten: 105,2 < u < 124,8.

Aufgabe 5:
Der Fehler 1. Art (a-Fehler) ist der Fehler, dass eine Nullhypothese abgelehnt wird,

obwohl sie richtig ist. Der Fehler entsteht durch das Setzen des Signifikanzniveaus o
und entspricht ihm in seiner Fehlerwahrscheinlichkeit a.. Je gréRer das Signifikanzni-
veau, desto groRRer der Fehler 1. Art.

Der Fehler 2. Art (p-Fehler) ist der Fehler, dass eine Nullhypothese beibehalten wird,
obwohl sie falsch ist. Die zugehoérige Fehlerwahrscheinlichkeit B Iasst sich nicht rech-
nerisch ermitteln und hangt ab von:

e der Fehlerwahrscheinlichkeit o je gréler a, desto kleiner
e dem Stichprobenumfang n: je groRer n, desto kleiner 3
e der Streuung o der Messwerte: je kleiner o, desto kleiner 3
e dem Unterschied zwischen hypo-
thetischen und tatsachlichem Mittelwert: je gréler der U., desto kleiner

e vom verwendeten Testverfahren

Aufgabe 6:
a) Mit zunehmenden Freiheitsgrad wird die anfangs breite und flache t-Verteilung

immer schmaler und hoher, da die t-Werte von der Standardabweichung s der
Stichprobe abhangen und s mit zunehmenden Stichprobenumfang immer mehr
dem o der entsprechenden Normalverteilung entspricht. Wachst der Stichproben-
umfang auf Unendlich an und entspricht damit der hypothetischen Grundgesamt-
heit (n=wx), entspricht die t-Verteilung der Standardnormalverteilung. Dies hat fol-
gende Konsequenzen: Die kritischen t-Grenzen zu einem bestimmten Signifikanz-
niveau riacken mit zunehmenden Freiheitsgrad df zusammen, da die t-Verteilung
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immer schmaler wird, bis sie mit df=c0 den kritischen z-Grenzen der Standardnor-
malverteilung entsprechen. Die positiven kritischen t-Grenzen werden dabei im-
mer kleiner, bis sie mit df=co den positiven kritischen z-Grenzen entsprechen.

b) xz—Werte werden mit zunehmenden Freiheitsgrad immer groRer. Durch das Quad-
rat in der Berechnungsformel und dem Umstand, dass Haufigkeiten nicht negativ
sein konnen, liegen x“-Werte immer im positiven Bereich.

7.4.2. Klausur 1990

Aufgabe 1:
Berechnung des Konfidenzintervalls fir p mit ¢ unbekannt: p=x+t, . %
n

Das Durchschnittsalter der gesamten Bevolkerungsgruppe liegt mit einer Sicher-
heitswahrscheinlichkeit von 99% zwischen 34,5 und 39,5 Jahren: 34,5 < 1 < 39,5

Aufgabe 2:
Es muss ein eigenstandiges Beispiel in der Art der Hausaufgabe 61 oder 62 ge-

bracht werden.

Aufgabe 3:
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person tUber 60 Punkte erreicht, ist:

W(A)=W{x>60}=1- @(60 — 50) =0,159

a) Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Personen gleichzeitig einen Testwert von tber
60 Punkten erreichen, betragt 2,5%: W(ANA) = W(A)-W(A) = 0,025.

b) Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine von beiden Personen einen Test-
wert von Uber 60 Punkten erreicht, lautet 29,3%:
W(AUA)=1-W(A)W(A)=1-0,841-0,841 = 0,293

c) Es liegt eine Stichprobenverteilung von Stichproben mit dem Umfang zwei Perso-
nen vor: N(50;7,1)

GX

Jn

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Stichprobe mit zwei Personen einen Durch-

schnittswert von Uber 60 Punkten erreicht, betragt 8,1%:

W{x > 60} =1- @[60 — 5oj = 0,081

Hg=n, =50 oy = =71

Aufgabe 4:

. HoZ p:O H1Z pio

.a=0,05

. Formel (3), STAT -9-

. r=0,2; n=70

. t=1,68

. t0,975;68 =199

7. 1,68 < 1,99 = Hy annehmen, H4 ablehnen

Die Behauptung, dass zwischen den zwei Merkmalen ein signifikanter Zusammen-
hang besteht, muss auf dem 5%-Signifikanzniveau abgelehnt werden.

OO WN -
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Ho: pu=po
H1Z U#Uo N(0’1)
03 /2 03 /2
_21_ % O Z1_% z
Ablehnungs- . Annahme- Ablehnungs-
bereich D bereich bereich
Einseitiger Test:
Ho: u>po
Hy: H<Ho N(0,1)
el
/ >
_ 0 z
1-a
Ablehnungs- Annahme-
bereich bereich

Aufgabe 6:

Die Prazision eines Konfidenzintervalls hangt ab von:
o der Sicherheitswahrscheinlichkeit 1—-o (dem Signifikanzniveau o)

e dem Stichprobenumfang n

e der Streuung o der normalverteilten Grundgesamtheit der Messwerte

Die Prazision eines Konfidenzintervalls kann erhdht werden durch:
e Verkleinerung der Sicherheitswahrscheinlichkeit 1-a. (VergroRerung des Signifi-

kanzniveaus o)

e VergrofRerung des Stichprobenumfangs n
e durch Auswahl eines geeigneten Verfahrens, da o verfahrensabhangig einen Ein-

fluss hat
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7.4.3. Klausur 1991

Aufgabe 1:
Konfidenzintervalls eines Anteilwerts n: n=p+z,,, - p-(1-p)
: n

9
p-(1-p) 075-(1-075)
Der Anteil der in der Grundgesamtheit mit ihrer Studiensituation zufriedenen Studen-

ten kann in einem Bereich von 65,5% und 84,5% vermutet werden: 0,655 < n <
0,845.

Die Voraussetzung n > =48 ist mit n=80 erfullt.

Aufgabe 2:

1. HoZ },L1—},L2=0 H1Z u1—u2¢0

2. a=0,01

3. Klassischer t-Test

Prufung auf Gleichheit der Varianzen (Vor. zum klass. t-Test):
1. HoZ (512 =G§ Hy: 612 ¢G§

2.a=0,10

5.F=1,36

6. Fo,95;59;59 =158

7. 1,36 < 1,58 = Hy beibehalten = Varianzen sind homogen
= Voraussetzung fur den klassischen t-Test ist erfillt

4. N4 =60, i1=38, S1=6; n2=60, 7(2=43, 32=7

5.t=-4,20

6. 10,995,118 = 2,58

7. \—4,20 > 2,58 = Hgyverwerfen, H; annehmen

Es konnte auf einem Signifikanzniveau von 1% bestatigt werden, dass zwischen bei-
den Gruppen ein signifikanter Unterschied besteht.

Aufgabe 3:
Xk Tl Xk Ttk Xk—L (Xk—},l)2 (Xk—u)z-ﬂ?k
0 0,3 0 -1,1 1,21 0,363
1 0,4 0,4 -0,1 0,01 0,004
2 0,2 0,4 0,9 0,81 0,162
3 0,1 0,3 1,9 3,61 0,361
)y 1,1 0,89

a) Der Erwartungswert liegt bei 1,1 Unfallen: pu = Zxc-nx = 1,1
b) Standardabweichung 0,94 Unfille: 6° = S(x—p)*m = 0,89 o = Vo’ = 0,94

Aufgabe 4:
Es muss ein eigenstandiges Beispiel in der Art von Hausaufgabe 60 (mit r=0,4) ge-

bracht werden.
Aufgabe 5: ?77?7?
Aufgabe 6:
a) siehe Anhang von Herrn HUBER, jeweils oberhalb der z- und t-Wert-Tabellen
b) t-Verteilungen sind breiter und flacher, da die Streuung der t-Verteilung gegenuber
der Standardnormalverteilung - durch die Verwendung der Standardabweichung
der Stichprobe zur Schatzung der Streuung der Standardnormalverteilung - ver-
grolert ist, die Gesamtflache aber 1 bleiben muss.
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c) Mit zunehmenden Freiheitsgrad wird die Streuung kleiner, womit die Dichtekurve
hoher und schmaler wird, bis sie mit df = « der Standardnormalverteilung ent-
spricht.

d) Eine t-verteilte Zufallsgrof3e ist ein stetiges Merkmal, dessen Werte einer Grund-
gesamtheit, deren o unbekannt ist, normalverteilt sind: z.B. die KorpergrofRe der
Pygmaen (biologische Merkmale sind zumeist normalverteilt, die Streuung der
KorpergroRe der Pygmaen dirfte unbekannt sein).

7.4.4. Klausur 1992

Aufgabe 1:
Konfidenzintervalls eines Anteilwerts m: n=p+ Zyy m
2 n

Die Voraussetzung n > 70,6 ist mit n = 80 erfullt. In der zugehdrigen Grundgesamt-
heit ist der Anteil der richtigen Diagnosen zwischen 77% und 93% zu vermuten.

Aufgabe 2:
1. Ho: =12 >0 Hy:pg—pp <0 Anmerkung: Aufgrund
2.a=0,05 von X1 > X, hatte man
3. z-Test fur abhangige Stichproben (Formel (4)-(1), STAT -9-) |sich die Rechnerei
4. d =X41—X2=6-5,5=0,5,s4=1,5,n=40 auch sparen koénnen:
5.t=2,11 Die positive Differenz
6. toos:30 = —1,68 X;—X, héatte nie und
7.2,11>-1,68 = Ho beibehalten, H; ablehnen nimmer - die negative
kritische Grenze unter-
Es konnte auf dem 5%-Signifikanzniveau die Hypothese nicht schritten!

bestatigt werden, dass durch die Erweiterung des Fernsehpro-
gramms die taglichen Einschaltzeiten signifikant verlangert wurden.

Aufgabe 3:

A = {u liegt im Konfidenzintervall A} W(A) =0,95
A = {u liegt nicht im Konfidenzintervall A} W(A) =0,05
B = {u liegt im Konfidenzintervall B} W(B) =0,95
B = {u liegt nicht im Konfidenzintervall B} W(B) =0,05

a) Alle beide Intervalle enthalten , d.h. Konfidenzintervall A und Konfidenzintervall B

enthalt u: AnB (A,B unabhangig)
W(ANB) = W(A)-W(B) = 0,95-0,95 = 0,9025
Die Wahrscheinlichkeit, dass beide Intervalle u enthalten, betragt 90,25%

b) Keines der Intervalle enthalt u, d.h. Konfidenzintervall A und Konfidenzintervall
enthalt u nicht: AnB (A,B unabhangig)
W(ANB)=W(A)W(B)=0,050,05=0,0025
Die Wahrscheinlichkeit, dass keines der Intervalle u enthalt, lautet 0,25%

c¢) Mindestens eins der Intervalle enthalt p nicht, d.h. Konfidenzintervall A oder Kon-
fidenzintervall B enthalt p nicht: AUB (A, B unabhangig)
W(AULB)=1-W(A)WB)=1-0,95-0,95=0,0975
Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eins von zwei Intervallen u enthalt, ist
9,75%.
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Aufgabe 4:
Es muss ein eigenstandiges Beispiel in der Art von Hausaufgabe 72 oder 76 ge-

bracht werden.

Aufgabe 5: s. Klausur 1989, Aufgabe 5

Aufgabe 6:
Die Grundgesamtheit ist die Gesamtheit, fur die wir eine Aussage erstellen wollen.

Die Stichprobe ist die Gesamtheit, von der Daten erhoben werden, und ist ein Teil
der Grundgesamtheit. In der Hoffnung, dass die Stichprobe ein Abbild der Grundge-
samtheit darstellt, wird von der Stichprobe durch Induktionsschluss auf die Grundge-
samtheit geschlossen. Eine Stichprobenverteilung ist eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung von Stichprobenkennwerten, z.B. des arithmetischen Mittels. Die Stichproben-
verteilung des arithmetischen Mittels ist eine Normalverteilung, dessen Erwartungs-
wert 1y dem Erwartungswert p, der Normalverteilung des zugrundeliegenden Merk-
mals entspricht und dessen Standardabweichung 65 durch folgende Gleichung aus
der Standardabweichung o der Normalverteilung des zugrundeliegenden Merkmals
berechnet wird: 65 = ,/vn.

7.4.5. Klausur 1993

Aufgabe 1:
1. H:n>0,5 Hyu:n<05
2. =0,05
3. Auswahl des Verfahrens:
e Exakter Binomialtest
Die Voraussetzung ,dichotomes Merkmal® ist gegeben.
e Approximativer Binomialtest
Die Voraussetzung n > 36 ist nicht gegeben.
o Xz-Anpassungstest
Dieser kann nicht gerechnet werden, da gerichtete Hypothesen vorliegen.
= Es kann nur der exakte Binomialtest gerechnet werden.

.P=W{f<6}=0,119
7.0,119 > 0,05 = Hp annehmen
Es wurde auf dem 5%-Signifikanzniveau nicht bestatigt, dass mit einer bestimmten
Heilmethode signifikant weniger als die Halfte geheilt werden.

Aufgabe 2:
Eigenstandiges Beispiel in der Art von Hausaufgabe 61 oder 62.

Aufgabe 3:

Ho: Z(n-p)* =0  Hy: Z(u-p)*> 0

a=0,01

Einfaktorielle Varianzanalyse fir unabhangige Stichproben

n1=5, X1=6, SAQ1=28; n,=5, X»=14, SAQ,=58; n3=5, X3=10, SAQ3=40
N=15, J=3; Xs=10; SAQz=160; SAQ=126; SAQ:=286

S
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5. Tafel der Varianzanalyse:

SAQ df MQ F Fo,90,2,12
Zwischen 160 2 80 7,62 6,93
Innerhalb 126 12 10,5
Gesamt 286

7.7,62>6,93 = H, wird abgelehnt, H{ wird angenommen
Es konnte auf einem Signifikanzniveau von 1% bestatigt werden, dass sich die drei
Diaten signifikant voneinander unterscheiden.

Aufgabe 4:
. Ho: pSO Hi: p>0
.o=0,05
. Formel (3), STAT -9-
. r=0,2; n=80
. t=1,80
. to,05:78 = 1,67
. 1,80 > 1,67 = Hy verwerfen, Hy annehmen
Dle Behauptung, der Zusammenhang zwischen den zwei Merkmalen sei positiv,
konnte auf dem 5%-Signifikanzniveau bestatigt werden.

*4 OO WN -

Aufgabe 5: s. Klausur 1990, Aufgabe 6

Aufgabe 6:
a) — Die den Stichproben zugehdrigen Grundgesamtheiten sind normalverteilt.

— Diese Grundgesamtheiten sind auch varianzhomogen.
— (Die abhangige Variable ist metrisch, die unabhangige Variable nominal.)

b) — Die Umfange der Stichproben sind hinreichend grof3.

— Die Umfange der Stichproben sind alle gleich grol3.

c) Keine Wechselwirkung liegt vor, wenn der Effekt eines Faktors auf allen Stufen
des anderen signifikant gleich grof} ist. Eine Wechselwirkung liegt vor, wenn der
Effekt eines der beiden Faktoren auf mindestens zwei Stufen des anderen Faktors
signifikant unterschiedlich ist.

7.4.6. Klausur 1994

Aufgabe 1:

. Ho: W—p2 2 0 Hi: H—p2 < 0

.o=0,01

. WELCH-Test

. Ny 250, 21 238, S1 26; n2:50, 22241,3229

.1=-1,96

. t0.09:0 = —2,33 (n1, n2 > 50 und Hq: <0!)

.=1,96 >-2,33 = Hpannehmen, Hy ablehnen

Auf einem Signifikanzniveau von 1% wird die Hypothese verworfen, dass die Lehr-
methode 2 bei Kindern zu héheren Leistungen fuhrt.

NOoO O b OWN -

Aufgabe 2:
1. Ho: A, B unabhangig Hq: A, B abhangig
2. a=0,01
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3. X -Unabhangigkeitstest

4. J=2, K=2; 102 [80], 98 [120], 58 [80], 142 [120]
5. 2=2o,17

6. %3051 = 66

7. 20,17 >6,6 = Hi;annehmen

Es konnte auf einem Signifikanzniveau von 1% festgestellt werden, dass es einen
signifikanten Zusammenhang zwischen den Merkmalen Bildungsniveau und Ur-
laubsziel gibt: Urlauber mit niedrigem Bildungsniveau bevorzugen das Ausland, mit
hohem das Inland.

Aufgabe 3:

1. Ho: S(—1)* =0 Hy: S(u—p)>> 0

2.a=0,05

3. Einfaktorielle Varianzanalyse flr abhangige Stichproben

4. n=4; X.1=8,5; X.2=9,5; X.3=15; J=3; X1:=10; X2.=13; X3.=12; X4.=9; X=11
5. Tafel der Varianzanalyse:

SAQ df MQ F
Treatment 98 2 49 13,36
Blocke 30 3
Rest 22 6 3,667
Gesamt 150
6. F0,95;2;6 = 5,14 (8')

Fo,05:1:3 = 10,1
7. 13,36 > (5,14 bis 10,1) = Ho wird abgelehnt, H; wird beibehalten

Zwischen den drei Testzeitpunkten konnte mit einer statistischen Sicherheit von 95%
ein signifikanter Leistungsunterschied festgestellt werden.

Aufgabe 4:

Berechnung eines Konfidenzintervalls fur p mit bekanntem o: p=x= Ziy -%

Der wahre 1Q dieser Person liegt bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95% in

einem Bereich zwischen 95,2 und 114,8: 95,2 <u<114,8

Aufgabe 5: ?7?7?

Aufgabe 6:

a) siehe Anhang von Herrn HUBER, jeweils oberhalb der z- und t-Wert-Tabellen

b) t-Verteilungen sind breiter und flacher, da die Streuung der t-Verteilung gegenuber
der Standardnormalverteilung - durch die Verwendung der Standardabweichung
der Stichprobe zur Schatzung der Streuung der Standardnormalverteilung - ver-
grolert ist, die Gesamtflache aber 1 bleiben muss.

c) Das Quadrat einer normalverteilten z-Grof3e fur eine zweiseitige Fragestellung ist
% %_verteilt mit dem Freiheitsgrad 1 fur eine einseitige Fragestellung:

2
( 1-%) :X1—(x;1
d) Das Quadrat einer t-GroRRe fur eine zweiseitige Fragestellung ist eine F-GroRRe fur
eine einseitige Fragestellung mit dem Zahlerfreiheitsgrad 1. Der Nennerfreiheits-
grad ist dabei der Freiheitsgrad der t-GrolRe. Fur das Quadrat einer t-Grolde mit
dem Freiheitsgrad df=10 gilt:

(t1-%;1o)2 =Fi 10

Statistik Il 111



Lésungen

7.4.7. Klausur 1996

Aufgabe 1:

1. HoI },L1—},L2=0 H1I },l1—},l2¢0

2. a=0,01

3. Vergleich der Mittelwerte zweier abhangiger Stichproben
4. d =-2;s4=4;n=25

5. t=-2,5

6. to095:24 = 2,80

7. -2,5/<2,80 = Hpannehmen, Hy ablehnen

Die durchschnittliche Gewichtsabnahme von 2 kg muss auf dem 1%-Niveau als nicht
signifikant beurteilt werden.

Aufgabe 2:

Ho:®=0,5 H{:®#0,5 (r=
a=0,05

Approximativer Binomialtest; Vor.: n > 36 ist erfullt!

f=52; n=280; p=0,65; 1o =0,5 (p = Anteil In-der-Stadt-leben-Wollendende in
St.)

5. z=2,68

6. Zp,95 = 1 64

7. 2,68 >1,64 = Hj beibehalten, Hy zurlickweisen

Auf dem 5%-Niveau konnte die Behauptung angenommen werden, dass auch in der
Grundgesamtheit mehr Leute in der Stadt als auf dem Land leben wollen.

Anteil In-der-Stadt-leben-Wollende in Bev.)

o=

Aufgabe 3:
SAQ df MQ F Foos | Ergebnis
Faktor A 20 1 20 8 4,49 S.
Faktor B 45 1 45 18 4,49 S.
Wechselwirkung AxB 5 1 5 2 4,49 n.s.
Innerhalb 110 16 2,5

Auf dem Signifikanzniveau von 5% konnten signifikante Haupteffekte fur beide Fak-
toren, aber keine signifikante Wechselwirkung festgestellt werden.

Aufgabe 4:
SAQz = SAQA+SAQR+SAQAs = 70; SAQg = SAQ+SAQz =110

2 =0,636; 15 =0,0,182; 12 =0,409; n3,; = 0,045
Die Gesamtvarianz kann zu 63,6% von den Faktoren — genauer: zu 18,2% von Fak-
tor A, zu 40,9% von Faktor B und zu 4,5% von der nicht signifikanten Wechselwir-
kung zwischen beiden Faktoren — erklart werden.

Aufgabe 5:
a) s. Klausur 91, Aufg. 6a); b) s. Klausur 89, Aufg. 6a); s. Klausur 89, Aufg. 6b)

Aufgabe 6: s. Klausur 90, Aufgabe 6
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7.4.8. Klausur 1997

Aufgabe 1:

1. Ho: 67 =0 Hi: 67 # o5

2. =0,10

3. F-Test zur Prifung der Varianzhomogenitat zweier Stichproben
4. S1 =8, n1:25, Sz=6, n2=30

5. F=2

6. Foo0:24:20 = 1,90

7. 2>1,90 = Hq beibehalten, Hp zuriickweisen

Auf dem 10%-Niveau der Verlasslichkeit unterscheiden sich die Varianzen beider
Gruppen signifikant. Voraussetzung: Normalverteilung beider Grundgesamtheiten.

Aufgabe 2:

1. Hp:®>0,5 Hy:wn<0,5 (r=
2. =0,05

3. Vor. fur approximativen Binomialtest mit n = 24 > 36 nicht erfillt, daher:

— Exakter Binomialtest

f=9;n=24

f=9,daf<"s

P=2-W(f<9)=2-0,154 =0,308

0,308 > 0,05 = Hy beibehalten, Hy zurickweisen

Mlt einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% konnte nicht bestatigt werden, dass es in
einer bestimmten Bevolkerungsgruppe weniger Raucher als Nichtraucher gibt.

Anteil Raucher in der Bevdlkerung)

L NOo Ok

Aufgabe 3:
1. Ho: Z(u—1)*=0  Hq: Z(u—p)*>0
2. a=0,05
3. Einfaktorielle Varianzanalyse fur abhangige Stichproben
4. n=3; X.1=10; Xu2=12; Xo3=17; J=3; X1.=12; X2.=14; X3.=13; X=13
5. Tafel der Varianzanalyse:
SAQ df MQ F
Treatment 78 2 39 26
Blocke 6 2
Rest 6 4 1,5
Gesamt 90
6. F0,95;2;4:6,94 (8')
Fo,5:1,2 = 18,5

7. 26 > (6,94 bis 18,5) = Hp wird abgelehnt, H{ wird beibehalten
Zwischen den 3 Testzeitpunkten konnte auf einem Signifikanzniveau von 5% ein si-
gnifikanter Leistungsunterschied zwischen den drei Zeitpunkten festgestellt werden.

Aufgabe 4:
Berechnung des Konfidenzintervalls fur p mit ¢ unbekannt: p=x=+t, . %
“ n

Die durchschnittliche Wohngrélie der Haushalte dieses Landes liegt mit einer Si-
cherheitswahrscheinlichkeit von 95% zw. 77,42gm und 82,58qm: 77,42 < 1 < 82,58

Aufgabe 5: ?77?7?
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Aufgabe 6:

a) W{85<x <115} = @(Mj_q{wj

15 15
=0,841-(1-0,841) = 0,682

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufallig ausgewahlte
Person einen |Q zwischen 85 und 115 hat, ist 68,2%.

b) W{85 <X <115} = @ L o190 | 85-100

15 17
s %
=0,999 - (1-0,999) = 0,998

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Durchschnitts-IQ
von 9 zufallig ausgewahlten Personen zwischen 85
und 115 liegt, betragt 99,8%.
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Uberblick

Schritte

Zweiseitige Fragestellung

Einseitige Fragestellung

1. Hypothesen

2. Signifikanzniveau
3. Auswahl d. Verfahrens

4. Stichprobe

5. Prufgrofde

6a. Kritische Grenze

7a. Entscheidung

6b. Uberschreitungs-
wahrscheinlichkeit P

7b. Entscheidung

Nullhypothese:
(1) Ho:u=Hg
(2) Ho T =T
(B)Hp:p=0

(4) Ho My-p2=0

Alternativhypothese: Nullhypothese:
(1) Hyz w# 1o rechtsseitig:
(2)H1ZTE¢TEO HO:US---
(3)Hyip=0 linksseitig:
(4)Hq: pg-po =0 Ho:p 2= ...

o =0,01/0,05 (bei 1% / 5%)

z-PrufqroRe: wahle Formel

Werte zum Einsetzen in
die Priifgrofle sammeln

z= Werte von 4 in 3 einsetzen

Zl—%

t-Tabelle unter co nachschauen

|Z|<Z1_% : Hy beibehalten

|z|2z17% : Hy beibehalten
P -2.(-0(7)

P> o = Hg beibehalten
P <o = Hy beibehalten

t-PrifgroRe: wahle Formel

Werte zum Einsetzen in
die Priifgrofle sammeln

t= Werte von 4 in 3 einsetzen

tl-%;df

t-Tabelle unter df nachschauen

It|<t : Hy beibehalten

H, beibehalten

1tydf
|t| th/df

' Inhaltliche Hypothese !!!
Alternativhypothese:
rechtsseitig:

Hiyip> ...
linksseitig:

Hiip<..

a=0,01/0,05 (bei 1% / 5%)

z-PriifgroRe: wahle Formel

Werte zum Einsetzen in
die PrifgroRe sammeln

z= Werte von 4 in 3 einsetzen
Z,

-a

t-Tabelle unter o nachschauen
Vorzeichen entsprechend Hq!

Es wird die Hypothese bei-
behalten, dessen Verglei-
chszeichen bestatigt wird

o(2)

P=1-

P> a = Hy beibehalten
P <o = Hy beibehalten

t-PrifgroRe: wahle Formel

Werte zum Einsetzen in
die Priifgrofle sammeln

t= Werte von 4 in 3 einsetzen

tl—oz;df

t-Tabelle unter df nachschauen
Vorzeichen entsprechend Hq!

Es wird die Hypothese bei-
behalten, dessen Verglei-
chszeichen bestatigt wird
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