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Kapitel 1

Einleitung

Das Modul “Mathematische Methoden der Geophysik und Meteorologie 1”7 ver-
mittelt die fiir diese Studiengénge elementaren Grundlagen aus der klassischen
numerischen Mathematik. Zusammen mit den Ubungen sollen grundlegende
Fertigkeiten erworben werden, numerische Verfahren

e unter Gesichtspunkten wie Effizienz, Komplexitat, Robustheit, Stabilitat
und Konvergenz fiir eigene Anwendung zu bewerten, und

e diese nach den gleichen Gesichtspunkten fiir eigene Softwareentwicklun-
gen und -nutzungen zu entwickeln und anzuwenden.

Die Stofffiille kann nur einen Uberblick erlauben und fiir die spétere wissen-
schaftliche Praxis in der Geophysik und Meteorologie eine Einstiegshilfe sein,
da in der Regel hier effizientere Spezialversionen der behandelten Algorithmen
oder gar andere, komplexere Verfahren verwandt werden. Gleichwohl wird das
Ziel angestrebt, nach erfolfreichem Abschluss dieses Moduls eine begriindete
Auswahl von numerischen Algorithmen treffen und bewerten zu kénnen. Bei
der Auswahl der Themen und numerischen Vderfahren werden jene bevorzugt,
die in der Geophysik und Meteorologie, anders als etwa in der allgemeinen Nu-
merik von besonderer Bedeutung sind. Hier sind insbesondere Verfahren zu
nennen, die bei Inversionsproblemen auftreten (etwa Minimierung, Optimie-
rung und Integralgleichungen), wie sie in der Geophysik und Meteorologie bei
Fernerkundungsverfahren besonders hiufig vorkommen. Ferner gilt ein Augen-
merk den Grundlagen zeitlicher Integration prognostischer Modelle, mit ihrer
Stabilitéitsproblematik besondere Aufmerksamkeit erfordern.

Das Modul ist ein nicht kompensierbares Pflichtmodul. Es ist bestanden,
wenn

1. erfolgreich und regelméfig an den Vorlesungen und Ubungen teilgenom-
men wurde (es miissen mindestens 50% der in den Ubungen zu erreichen-
den Punkte erworben worden sein), und

2. die Abschlussklausur bestanden wurde.
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Bei nicht bestandener Abschlussklausur wird zum Ende der Sommersemester-
ferien oder zu Beginn des Wintersemesters die Gelegenheit einer Wiederho-
lungspriifung (Klausur oder miindliche Priifung) gegeben. Bei nicht bestande-
ner Wiederholungspriifung wird die Wiederholung der Lehrveranstaltung des
Moduls empfohlen. Wird die zweite Wiederholungspriifung nicht bestanden,
ist das Modul entgiiltig nicht bestanden. Die Modulnote ist die Note der Ab-
schlussklausur (bzw. der Wiederholungspriifung).
Teilnahmevoraussetzung fiir diese Vorlesung ist, dass die Module

e Mathematik fiir Physiker I
e Mathematik fiir Physiker I1
e Datenverarbeitung und Programmieren

bestanden sind. Kenntnisse und einfache Programmierfertigkeiten in FORT-
RAN90 werden vorausgesetzt und sollen weiter entwickelt werden. Dariiber
hinaus werden MATLAB und vereinzelt auch Computeralgebra nur zur Un-
terstiitzung angewandt werden.

Die Verwendbarkeit des im Modul Erlernten ist allen exakten naturwissen-
schaftlichen Facher gegeben. Die Anrechnung in Endnote wird gewichtet mit
dem Faktor von 6/180 vorgenommen.

MATHMET II behandet die Datenanalyse. Soweit geeignet, wird das Mo-
dul MATHMET I vorzugsweise und vorbereitend numerische Verfahren behan-
deln, die im zweiten Teil genutzt werden konnen.

Frage:
Nach welchen allgemeinen Gesichtpunkten werden numerische Algorithmen
bewertet?



Kapitel 2

Rundungsfehler

2.1 Problemstellung und Motivation

Die numerische Losung (geo)physikalischer, wie auch anderer, nicht vollig tri-
vialer Probleme, beispielsweise a) die Ausbreitung von Wellen im Erdinneren,
oder b) die Berechnung atmosphérischer Stromungen zur Wettervorhersage,
wird in mehreren Schritten vollzogen. Dabei ist in gewisser Weise jeder dieser
Phasen problembehaftet. Man kann z.B. die folgenden Schritte unterscheiden:

1. Identifikation des geophysikalischen Modells, in der Regel ausgedriickt
duch eine Differential- oder Integralgleichung. (Fehlerquelle: Unvollstandige
Modellbeschreibung).

Beispiel zu a) Maxwellgleichungen (Fehlerquelle z. B. vernachléssigte Mo-
dellierung der Verschiebungsstrome)

Beispiel zu b) Navier-Stokes-Theorie und Thermodynamik (Fehlerquelle
vernachlassigte Modellierung der Phaseniibergéinge beim Wasser in der
Atmosphire).

2. Formulierung eines mathematisches Modells (Fehlerquelle: unvollsténdi-
ge Formulierung der Differentialgleichungen oder unzuléngliche Parame-
trisierungen.)

3. Auswahl von numerisches Verfahren zur Losung, beispielsweise fini-
te Differenzen (Fehlerquelle: falsche oder ineffiziente Methodenauswahl,
instabile Algorithmen, Abbruchfehler durch Beendigung einer Iteration,
unzureichende raumliche und zeitliche Auflésung/Abschneidewerte)

4. Auswahl von Algorithmen zur Organisation des Rechenablaufes (Feh-
lerquelle: Rechenungenauigkeiten)

5. Erstellung von Software (Fehlerquelle: Programmierfehler (bugs) oder
Effizienzfehler (performance bugs))

6. Beschaffung von Inputdaten und Rechnung (Fehlerquelle: ungenaue In-
putdaten)
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Diese Vorlesung soll in den Stand versetzen, zu den Punkten 3, 4 und 5 die
angemessenen Bewertungen vorzunehmen und die geeigneten Verfahren und
Algorithmen auszuwéhlen, zu entwickeln, zu installieren und zu betreiben. Ge-
genstand dieses Kapitels ist zunéchst das Kennenlernen der Grenzen der Re-
chengenauigkeit bei gegebenen Rechenablauf, also Punkt 4. Gleichwohl werden
im Abschnitt (Fehlerfortpflanzung) Ausdriicke vorgestellt, die in analoger
Form auch fiir andere Fehlerquellen, wie insbesondere auch der Fehlerfortpflan-
zung bei zeitlicher Integration gelten.

2.2 Beispiele zur Problemstellung

Die Dringlichkeit der Problematik der Rechengenauigkeit kann an folgenden
Beispielen erfasst werden, auch wenn sie nicht im engsten Sinne der Rundungs-
fehlerproblematik entspringen (entnommen aus
http://mathworld.wolfram.com/RoundoffError.html):

Beispiel 2.1 FEin bekanntes Beispiel ist der Fehlschlag der ersten Ariane 5
am 4. Juni 1996 (European Space Agency 1996), infolge fehlerhafter Software,
die von der Ariane 4 adaptiert wurde. In der 37. Flugsekunde versuchte das
Tragheitsnavigationssystem eine 64 Bit Gleitkommazahl in eine 16-Bit-Zahl
zu verwandeln, aber verursachte ein Registeriiberlauffehler. Dieser wurde von
Steuersystem als Zahl interpretiert, wodurch die Rakete vom Kurs fortgelenkt
wurde und gesprengt werden musste.

Beispiel 2.2 Das amerikanische Patriot-Flugabwehrsystem erwies sich im 2.
Golfkrieg infolge eines Rundungsfehlers als ineffizient (Skeel 1992, U.S. GAO
1992). Das System nutzte ein ganzzahliges Zeitregister, welches in Schritten
von 0.1 Sekunden hochgezihlt wurde. Allerdings wurden die natiirlichen Zah-
len durch Multiplikation mit der bindren Ndiherung von 0.1 in Dezimalzahlen

ungewandelt,
209715

2097152

Nach 100 Stunden Einsatzzeit (3.6 x 106 ticks) wurde als Ergebnis ein Fehler
von

0.000110011001100110011005 =

1209715
10 2097152
Sekunden akkumuliert. Diese Abweichung beeintrichtigte die Zielsteuerung. Im

Ergebnis wurde eine irakische Scud-Rakete verfehlt, die in eine amerikanische
Kaserne einschlug und 28 Soldaten titete.

) (3600 - 10 - 100) ~ 0.3433

Beispiel 2.3 FEin bekanntes Beispiel aus der meteorologischen Vorhersagbar-
keit liefert die Entdeckung des Lorenz-Modells (E. Lorenz, Deterministic non-
periodic flow, J. Atmos. Sci., 1963). Lorenz ging von der gerechtfertigten An-
nahme aus, dass die prognostischen Variablen eines Atmosphdrensystems mit
3 signifikanten Ziffern ausreichend genau beschrieben sind, und druckte sie
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entsprechend aus. Beim Versuch, Modelliufe zu wiederholen, setzte er entspre-
chend genau ausgedruckte Werte wieder ein. Er musste feststellen, dass nach
einigen simulierten Tagen die letzten Ziffern sich unterschieden. Nach 2 Mona-
ten Integrationszeit unterschied sich der mit 3 signifikanten Ziffern wiederholte
simulierte Zustand vollig von der zuerst vorgenommenen Simulation.

Bemerkung: Das letztgenannte Beispiel dient nur der Illustration der Wir-
kung begrenzter Zahlendarstellung. Es soll nicht zu der aussichtslosen For-
derung verleiten, dass der Atmosphdrenzustand mit einem Fehler von einem
Promille und besser vorab ermittelt werden sollte.

2.3 Rundungsfehlerarithmetik

Die nachfolgende Diskussion baut auf die Behandlung der Zahlendarstellung
auf Rechnern des Moduls Datenverarbeitung und Programmaieren auf. Rechner
kénnen zwar eine sehr hohe, aber gleichwohl nur endliche Anzahl von Zahlen
darstellen. Daher miissen wir annehmen, dass Eingabedaten und Lésungsdaten
eine endliche Menge bilden. Bei endlicher Stellenzahl ¢ ist naturgeméaf3 die Men-
ge A der auf Computern darstellbaren Zahlen endlich. Die Elemente der Menge
A dieser Zahlen bezeichnet man oft auch als Maschinenzahlen. Im Rahmen der
verfiigharen Stellen sind ganze Zahlen immer exakt darstellbar. Unter ele-
mentaren Operationen versteht man zunéchst die elementaren arithmetischen
Operationen +, —, x, /, also Addition, Substraktion, Multiplikation und Divi-
sion.

Definition 2.1 Als Algorithmus wird eine der Reihenfolge nach eindeutig
festgelegte Sequenz von endlich vielen elementaren Rechenoperationen bezeich-
net, die vorschreibt, wie aus FEingabedaten xq,...,x, die Losung yi,...,Ym
berechnet werden soll.

Im Weiteren interessieren uns nur reelle Zahlen, die als Flieffkommazahlen
(floating point number) dargestellt werden. Alle folgenden Ergebnisse lassen
sich sinngeméfl auch auf komplexe Zahlen iibertragen. Siehe hierzu auch die
entsprechenden Teile der Vorlesung Datenverarbeitung und Programmieren.

Definition 2.2 Unter Rundung einer Zahl x ¢ A versteht man eine Abbil-
dung rd(z), die die Zahl x so approximiert, dass

rd(z) € A, wobei |z —rd(z)| <|x—g| VgeA (2.1)

Bei t-stelliger normalisierter Dezimaldarstellung x = a-10°, |a] > 1071 mit
la| = 0.a1as ... a;a441 ..., 0<a; <9, a # 0, kann man die Rundung rd
definieren als rd(z) := sign(z) - a’ - 10° mit

, { 0.a1as ... a4 falls 0 < a;q <4 (2.2)

@ = O.CL16L2 s QT+ 10_t falls Aty Z 5

Hiermit werden Rechnungen also mit ¢ wesentlichen Stellen vorgenommen.
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Der relative Fehler € ldsst sich dann, wegen der Normalisierung mit |a| >
1/10 durch die Maschinengenauigkeit eps beschrénken.

d(z) — 5-107t1
@) — @ < <5-107" =: eps (2.3)
x lal
Somit
rd(z) = z(1+¢€), mit |e] <eps. (2.4)

2.4 Gleitpunktrechnung

Auch wenn fiir Zahlen z,y € A gilt, ist nicht gewéhrleistet, dass das Ergebnis
der elementaren arithmetischen Verkniipfungen =+, x, / ebenfalls exakt auf der
Maschine darstellbar ist. Statt der exakten Operationen sind hier nur die so-
gennannten Gleitpunktoperationen +,—, X, / verfiighar. Man schreibt hiufig
mit dem Ausdruck gl(F) den Wert der mit Gleitpunktrechnung ermittelten
elementaren Operation

:E‘I'y = Ex—{—y; = Ex—i—yggl—kelg
T—Y = = xr — 1"‘62
T Eexn i xpe (ldlSes @)
zfy:= glz/y) =  (z/y)(1+e)

So gilt z.B. fiir die Gleitpunktsummierung + wegen (Z.3))

eps
-5 Il (2.6)

vty ==z, falls |yl <
mit B als Basis des Zahlensystems. Die im Vergleich zu z kleine Zahl y ist
damit verloren und kann ggf. nur durch Umstellen des Algorithmus erhalten
werden.
Ein weiteres Problem ist die Ausloschung: Wenn zwei fast gleich grofie
Zahlen voneinander abgezogen werden, so geht von den ¢ wesentlichen Stellen
der fithrende Teil verloren.

Beispiel 2.4 Fiir die Berechnung von 99 — 70v/2 gibt es zwei weitere, mathe-
matisch dquivalente Ausdriicke:

1
V9801 + /9800

Je nach Wahl der wesentlichen Stellen t und Berechnungsmethode, gehen bei 2,
4 oder 6 wesentlichen Stellen alle, 4 oder 3 Stellen verloren (siche Ubungen,).
Hier ist im ersten Fall die numerische Instabilitat durch die Subtraktion von
fast gleich groffen Zahlen ausgeldst.

99 — 70v/2 = V9801 — /9300 =
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2.5 Fehlerfortpflanzung

Wir konkretisieren nun den Begriff des Algorithmus auf die Bestimmung des
Wertes y = ¢(z) einer Funktion ¢ : D — R™, D C R", bestehend aus den
Komponenten y; = ¢;(z1,...,2,), © = 1,...,m. Ein Algorithmus ist in
dieser Formulierung nun eine eindeutige, endliche Sequenz von elementaren
Rechenvorschriften zur Berechnung von y = ¢(x).

Sei  ein Naherungswert fiir . So ist Az; := Z; — x; der absolute Fehler
Tj—;

und €, = ,xj # 0 der relative Fehler der j-ten Komponente von z.

€T

Bei der differentiellen Fehleranalyse vernachlissigt man Terme hoherer als 1.
Ordung. Dann gilt fiir den Fehler der Ausgabedaten Ay:

Ay, g;g g% Az,
Ay = : = : : ; : = Do(x) - Az (2.7)

wobei D¢(z) die Funktionalmatrix (Jacobi-Matrix, Ableitungsmatrix) von ¢
an der Stelle z ist.

Fiir den relativen Fehler 1. Ordnung kann man nach komponentenweiser
Division von (Z7)) durch ¢;(x) # 0 schreiben

N~ % O¢i(x)
=2 Gl o, 28)
z;  0i(z)

beschreibt die verstidrkende oder ab-

Der Verstarkungsfaktor (@) ox
schwichende Wirkung der Funktion ¢ auf das Ergebnis, ausgelost durch einen
Eingangsfehler ¢, in x;. Er wird oft auch Konditionszahl genann. Je nach-
dem ob ¢, grofl oder klein ist, wird das Problem schlecht oder gut konditioniert
genannt (well-conditioned oder ill-conditioned).

Fiir die elementaren arithmetischen Operationen findet man nun mittels

23):

x )

Gray(x,y) =2ty Exdy N x—j:yexj: :cj:yey
Gay(2,y) =7y €ay N €+ €y (2.9)
¢$/y(x7y) = Ql/y E:v/y €y — €y

Es zeigt sich also, dass nur die Subtraktion und die damit einhergehende
Ausloschung Fehlerverstirkungen hervorrufen kann, und damit als gefihrliche
Operation gelten mufl. Die anderen Fiélle wirken neutral oder sind gar feh-
lerddmpfend.

'In einem spéteren Kapitel wird eine alternative und hiufiger gebrauchte Form der Kon-
ditionszahl eingefiithrt werden.
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Wir sind nun an der Fortpflanzung von Rundungsfehlern in gegebenen Al-
gorithmen, d.h. allgemein bei Sequenzen von elementaren Operationen interes-
siert. Die folgende formalisierte Beschreibung der differentiellen Fehleranalyse
kann auch zur allgemeinen Fehlerrechnung und Stabilitétsrechnung komplexer
geophysikalischer und meteorologischer Modelle verwandt werden, die Teil der
Inversen Modellierung und Vorhersagbarkeitsproblematik ist. Der Algorithmus
¢ setze sich nun aus r Zwischenergebnissen zusammen:

¢ :D; = Diyy, i=0,....,r D; CR" (2.10)
Y= ¢($) :¢(T) © ¢(7‘—1) ©0--+0 (b(o) (I(O)) D() =D Dr+1 g Rnﬂfl = Rm .
(2.11)

Nach der Kettenregel gilt D(f o g)(x) = Df(g(x)) - Dg(x). Wir sind nun
am Fehler Az(*V des Niherungswertes 3071 = gl(¢® (7)) interessiert. Fiir
diesen Fehler gilt:

Azt — (gl(qﬁ(i) (j(i))) _ ¢(i)<j;(i))) + (gb(i) (f(i)) _ ¢(i) (I(i))) (2.12)

N J/

Vv Vv
Gleitpunktrechnungsfehler Rundungsfehler

Nimmt man fiir die erste Klammer an, dass die Gleitpunktauswertung gl das
gerundete exakte Ergebnis liefert, so kann man setzen

T = gl( (@) =1d(60 (@) = (T + Biyr) - (@), (2.13)
wobei I die Einheitsmatrix ist, und die Fehlermatrix F;,; definiert ist als
By = diag(e;), ] <eps, j=1,...,ni1.

Dabei ist €; der in der j-ten Komponente von #9 auftretende relative Run-
dungsfehler. Fiir eine Abschétzung des entstehenden Fehlers ist es zuléssig,
79 ~ 2 anzunehmen, so dass

gl(¢ (V) = ¢ (EV) ~ Eiyy - ¢V (2) = Bppr - 2™ = g (2.14)

a1 ist der bei der Berechnung des ¢ + 1. Zwischenergebnisses in Gleitpunka-
rithmetik entstehende absolute Rundungsfehler.
Ferner gilt fiir die 2. Klammer in 2.12] nach Gleichung 2.7
»® (j(i)) _ ¢(i)(w(i)) —: D¢ (a;(i)) - Ar® (2.15)
und damit fiir den Gesamtfehler (Gleitpunkt- und Rundungsfehler), der bei
der Berechnung von Z(*1) aus () entsteht:

Az = oy 4 DD (z®) . Az = By - 2™ 4+ DD (2D) . Az, (2.16)

Damit gilt fiir den Gesamtalgorithmus ¢ die Fehlerabschédtzung, wenn man mit
P9 = D¢ .. D¢ den aus dem Rundungsfehler der i-tem Zwischenrech-
nung folgenden ”Restfehler”bezeichnet

Ay _ Am(ﬂrl)
D¢ .. DO Az 4+ D™ . DV ay ..+ apyy (2.17)
= D¢-Nx+DyYY B -aW 4 4B y+

1%
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Definition 2.3 Man nennt einen Algorithmus numerisch stabiler als einen
zweiten Algorithmus zur Berechnung von ¢(z), falls der Gesamteinflufy der
Rundungsfehler bei diesem kleiner ist als bei jenem.

Beispiel 2.5 Wegen der Identitit a*> — b* = (a + b)(a — b) kann man den
Wert dieses Ausdruckes auf beiderlei Weise berechnen. Welcher Algorithmus
ist stabiler?

Fiir Algorithmus ¢(a,b) = a* — b* folgt

x(o)_[ﬂ’ xa)_{zﬂ], x(2>—{2221, y=2® =a® - p?

D¢ = (2a,—2b)

ag = FB31® = e3(a* — b?), € <eps fir i=1,2,3

Mit Ax = (Aa, Ab)T =

Ay=2aAa — 2bAb+ a’e; — b*ey + (a® — b¥)es (2.18)
N~— N ~ 2
Rundungs fehler Gleitpunktrechnungs fehler

Fiir den Algorithmus ¢(a,b) = (a + b)(a — b) erhdlt man entsprechend

x(O):{Z}’ x(l):[gtgl, y=z? =a® - p? (2.19)

D¢ = (2a, —2b) (2.20)

e @0 (5 2)(078) e
oy = eg(a® — b?), e <eps fir i=1,2,3 (2.22)
Mit Ax = (Aa, AD)T =
Ay=2aAa — 2bAb + (a® — b*) (€, + €3 + €3) (2.23)
Wegen 3|a® — V?| < a® + b + |a® — V?] ist Algorithmus 2 im Falle von 1/3 <

la/b|? < 3 numerisch stabiler als Algorithmus 1, andernfalls ist Algorithmus 1
vorzuziehen.
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Es bleibt insgesamt aber festzuhalten, dass unabhéngig von der Algorith-
menauswahl in (ZI8) die Abschitzung |E,1y| < eps|y| gilt. Ferner bleibt vom
Eingangsfehler |[A® x| < eps ||, sofern nicht  mit ¢ Stellen exakt dargestellt
werden kann. Damit hat man als unvermeidbaren Fehler immer

AOy = eps- (|Dg()] - |a] +|y|) (2.24)

Da diese Grenze nicht unterschritten werden kann, braucht man von keinem
Algorithmus verlangen, kleinere Fehler zu liefern. Daher bezeichnet man einen
absoluten oder relativen Rundungsfehler «;, F; als harmlos, wenn gilt

DY) - ai] = [DYD (@) - Eia®] = A0y (2.25)

Algorithmen, die dies leisten, heiflen gutartig.

2.5.1 DBeispiel

(Entnommen Stoer I) Berechnung der Losung einer quadratischen Gleichung
y = d(p,q). = —p + /P> + q. Zwei Problemfille sind unmittelbar erkennbar:
1.p°~ —qund 2. p < 0,qg > 0,p> q.

1. Fall:

Es sei also erstmal p > 0. Berechne (nach 2I8):

% _ 4, v _ =y o O_ 1 (2.26)
op VPPta VPP ta o 04 2P +g
Mit ¢ = y? + 2yp
€y N P = Y €+ d
VPP +a VPP a2y g
by phVP
VPP e VPPral 2P+
Damit ist ¢ fiir ¢ > 0 gut konditioniert, und fiir ¢ &~ —p? schlecht kondi-
tioniert, denn

€q

q

_ /o2
P = Y <1, wgl fir ¢>0.
VPE+aq PPty 2¢/P2 +q

2. Fall:
Wir erhalten aus Fall 1 und der Abschétzung des unvermeidbaren Fehlers mit
2.24)

A0
eps < eéo) = y < 3 eps.
Y

Wegen P < 0,q > 0,p > ¢ kann man nun 2 Algorithmen priifen:
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Abbildung 2.1: Graphen zu den Beispielalgorithmen 1 (oben) und 2 (unten).

Algorithmus 1 Wir setzen: s := p?, t 1= s+q, u = V1, y := —p+u. Auf
Grund der Voraussetzungen ist bei y := —p + u Ausloschung zu erwarten. Die
Fehlerfortpflanzung in der Restabbildung, die aus der Gleitpunktberechnung
der Quadratwurzel gl(v/t) = vt - (1 +¢€), |e| < eps folgt, ist mit y = ¥(u) =
—p + u nach (218

w0V (u V1?4 1
€y R — (a )eu: P e = —(pV/P2+q+p*+q)e=: ke
y Ou —p+ /P +q q

mit dem Verstirkungsfaktor k& > 2p®/q > 0 ist 't p > u deutlich grofer als

der unvermeidbare Fehler eg(f]).

Algorithmus 2 Hier wird der obige letzte Schritt y := —p + u durch
die Schritte v := p+u, ¥y := q/v ersetzt. Die Fehlerfortpflanzung in der
Restabbildung, die aus der Gleitpunktberechnung der Quadratwurzel folgt, ist

mit y = ¢ (u) = S{ nach 2.I8)
u 0 (u) —qu

€y — €y
y Ou y(p + u)?

—4VP* g VY ol
(=p+ P+ )+ VP*+q)? p+Vp:tq

Hier ist der Verstdarkungsfaktor wegen |k| < 1 klein und der Algorithmus
damit gutartig.

<
L

€, =: ke,

2.6 Neue Begriffe

Maschinenzahl, Maschinengenauigkeit, Algorithmus, Rundung, FlieSkomma-
zahl, t-stelliger normalisierter Dezimaldarstellung, wesentlichen Stellen, ab-
soluter und relativer Fehler, elementare Operationen, Gleitpunktoperation,
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Ausloschung, Verstarkungsfaktor, numerische (In)stabilitéit, Konditionszahl,
schlecht - gut konditioniert, gefahrliche Operation, Fehlerdampfung, differen-
tiellen Fehleranalyse, unvermeidbarer Fehler, harmloser Rundungsfehler, gut-
artiger Algorithmus.

2.7 Fragen

1. Welche Eigenschaften kennzeichnen einen Algorithmus?
2. Wann wird ein Problem als gut oder schlecht konditioniert bezeichnet?

3. Welcher der Gleitpunktoperatoren kann besonders fehlerverstarkend wir-
ken?

4. Was kennzeichnet einen gutartigen Algorithmus?



Kapitel 3

Interpolation

Die Interpolation berechnet bei geophysikalischen Anwendungen oftmals die
Werte fiir ein vorgegebenes Gitter, wobei Werte auf einem nicht unmittel-
bar nutzbaren Orten zur Verfiigung stehen. Oftmals sind verfiighare Daten
Messungen, wiahrend man die Werte auf einem anderen Gitter benétigt. Die
gegebenen Werte, zwischen denen interpoliert werden soll, sind massgeblich;
und dieses Kapitel stellt verschiedene mathematische Verfahren vor, wie dies
am sinnvollsten erreicht wird. Gleichwohl muss darauf verwiesen werden, dass
bekannte geophysikalische Sachverhalte nutzbringend verwendet werden soll-
ten. Als Beispiel dient der Druck p in der Atmosphére, der mit der Hohe der
relativen Topographie bei Isothermie mit Zp := Zy — Z; = R/ gy fzf;l Tdlnp in
einem logarithmischen Verhéltnis steht,

RT
Zp = —1n(p1/p2),
90

wobei Temperatur 7" und gy mittlere Schwerebeschleunigung. So ist es sinnvoll,
zur Interpolation fiir Zwischenwerte der relativen Topographie den Logarith-
mus anzuwenden.

3.1 Aufgabenstellung

Gegeben seien n + 1 Tupel oder Stitzstellen (z;, f;), i = 0,...,n, x; # k.

Soll eine gegebene Funktion ®(x;ag, ..., a,) durch Anpassung ihrer Parameter
ag, - - - , 4y S0 bestimmt werden, dass bis auf Rundungsfehlergenauigkeit gilt
(I)('ri;a(]w"van) :fia xi%xlm fallsz;ék, (31)

so liegt ein Interpolationsproblem vor. Auch wenn im Grunde ein dhnlicher
Zweck verfolgt wird, so ist diese Aufgabe in geophysikalischen Anwendun-
gen scharf zu trennen von Ausgleichsproblemen (siehe Kapitel [61]), in de-
nen iiblicherweise fehlerbefaftete Messwerte so angepasst werden, wie es die
statistisch geschétzte Giite der Messgenauigkeit zuldfit. Eine Grundlage der
Ausgleichsprobleme bildet die Approximation, bei der mit moglichst wenigen

19
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Parameter eine in der Regel grofere Tupelmenge angendhert werden soll. Im
Gegensatz dazu, sollen sich bei der Interpolation die Stiitzstellen (x;, f;), i =
0,...,n, x; # xp nur durch Rechenungenauigkeiten von den vorgegebenen
Werten unterscheiden diirfen.

Im Folgenden wird nur die lineare Interpolation behandelt, in der als Ansatz
die Linearkombination der ®; gilt

O(z; a9, ..., a,) = agPo(z) + a1P1(z) + ... + a, P, (), (3.2)

wobei die ®;(x) gleichwohl vollig nichtlinear sein kénnen. Ferner werden
hier weitgehend nur eindimensionale Beispiele vorgestellt. Zweidiemnsionale
(Qubaturen) oder hoher dimensionale Probleme werden nur erwéhnt. Hier ist
ein Beispiel die in der Geophysik und Meteorologie haufig benutzte Spekt-
raldarstellung von Werten durch Kugelflichenfunktionen.

Die Generalisierung zu hoherdimensionalen Problemen ist ohne Weiteres
moglich.

3.2 Interpolation durch algebraische Polyno-
me

Mit dem Polynomansatz
P(z)=ap+ a1z + ...+ aza” (3.3)

der Menge der Polynome II,, mit Grad P < n gilt der folgende
Existenz- und Eindeutigkeitssatz: Zu beliebigen n + 1 Stiitzstellen

(i, fi), i=0,...,n, x; # x) fiir i #k (3.4)
gibt es genau ein Polynom P € II,, mit
P(z;) = fi firi=0,...,n. (3.5)

Beweis: Findeutigkeit: Mit Py, P, € II,, gilt nach Behauptung P;(z;) =
Py(x;) = f;, fir i =0,...,n, Dann hat P := P, — P, € II,, mit Grad P <n
mindestens n + 1 verschiedene Nullstellen (anschaulich: n 4+ 1 Schnittpunkte
der Graphen von P;, P», und nicht wie vom Grad des Polynoms beschrankt
nur n). Dies geht aber nur, falls P, = P,. Daher gilt die Behauptung,.

Ezistenz: Das Polynom kann nach Lagrange konstruktiv ermittelt werden.
Suche Polynome L;, grad(L;) = n mit der Eigenschaft

1 falls i = k
Li(we) := 0 = { 0 falls i # k. (3:6)

Dies leisten aber fiir diese Stiitzstellen nur

(x—x0)... (x—2i1) (T —mi1)... (x— )
(x; —x0) . (v — wi1) (T — i) .. (T — )

Li(x) :=
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wegen der oben gezeigten Eindeutigkeit. Das Losungspolynom lautet daher
(Lagrangesche Interpolationsformel)

Py =3 f L) = 30 T2 (3.8

i=0 k=0
ki

3.3 Newtonsche Interpolationsformel und Di-
vidierte Differenzen

Bei hoheren n, insbesondere wenn man an mehreren Stellen ein bestimmtes
Interpolationspolynom auswerten will, empfielt sich die Anwendung des New-
tonschen Algorithmus oder das Verfahren der dividierten Differenzen. Das An-
satzpolynom vom Grade n lautet hier

P(zo1..n) = ap+a1(x —x) +ag(x —x0)(x —21) +. .. +ap(x —x0) ... (x— q:(nlg
3.9
(Beachte: " x,,” fehlt in dieser Formel. Es wére dann ein Polynom n+1. Grades.)
Die a; sind so zu bestimmen, dass P(z;) = f;,i =0,...,n.
Das Newtonverfahren wahlt jedoch nicht die Form (B9, sondern baut aus
Effizienzgriinden auf die Hornerdarstellung des interpolierenden Polynoms P €
I1,, auf, mit P(x;) = f;, i=0,1,...,n

Plz)=(...(an(r —2p_1) + ap1)(x —Tp_o) + ... +a1)(x —29) + ao (3.10)

Die Koeffizienten konnen rekursiv in der folgenden Weise berechnet werden

Jo= P(xg) = Qo
fi= P(r,) = ag + a1 (1 — o)
fg = P(ZL‘Q) = ao + al(xg — flfo) -+ CLQ(ZEQ — .170)(1‘2 - ZEl) (311)

Mit weniger Rechnung und einem einfacheren Programmcode lassen sich die
ay nach dem folgenden Schema berechnen

k=0 1 2
ro: fo=f [9130]
f [x(bxl]
z1: fi = flo] f [0, w1, 23] (3.12)
f [Ilv x2]
Ty fi=f [1'2]
Die GroBen f [x;, i1, ..., xi1x] werden dabei mit folgender Rekursion berech-

net
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Litly--- T4 — Liyowoy Lith—
fi=flzi,  flonwia, . 2] = S Lis o] — /1 k1]
Titr — 4
(3.13)
Dabei ist f [z, 41, - . ., Tipx] die k-te dividierte Differenz, und ay, = f [xo, 21, .. ., xx].

Sie sind also der oberen Schrigreihe direkt zu entnehmen.

3.4 Trigonometrische Interpolation

3.4.1 Orthogonalititsrelation

Wir betrachten ein in der Regel periodisches Interpolationsproblem auf dem In-
tervall I = [0, 27] mit den dquidistanten Stiitzstellen (zg, fx),k =0,..., N —1,
N, gegeben, xp =k - 2” , [r komplex. Im weiteren ist ¢ die imaginére Elnhelt 1
ist iiblicherweise lelcht zu reskalieren und damit keine Beschrankung der All-
gemeinheit. Bei geophysikalischen Anwendungen findet man oft Interpolati-
onsaufgaben ldngs eines Breitenkreised]. Das trigonometrische Polynom lautet
P(z) = ag + ay exp(ix) + az exp(2iz) + ... + ay_1 exp((N — 1)iz), mit a; € C.
Wegen der Periodizitat von exp(iz) gilt P(zg) = fr, k=...—2,—1,0,1,2,...
und fr = frinn, N ganz.

Wegen seiner Bedeutung zeigen wir den folgenden

Existenz- und Eindeutigkeitssatz: Zu komplexen Zahlen f;,k =0,... N—
1 gibt es genau ein trigonometrisches Polynom

P(z) = ag+ ay exp(iz) + agexp(2iz) + ... +any_1exp((N — 1)iz) (3.14)

mit P(zg) = fr,k=0,..., N — 1. Dabei gilt

N-—1

N . N falls j=h
2 explija) exp(—iha) = { 0 falls j Lho<jh<N-—1 G1)
k=0 = = ’

Beweis: (exp(2ikn/N))Y = (exp(izy))" ist fiir alle k = 0,41,42, ... eine
Wurzel, d.h. eine Nullstelle, des Polynoms

0= (exp(iz))¥ =1 = (exp(ix) (exp T exp(iz)V P + .+ exp(iz) + 1)

7 o J/

#0 Vk;éO N,2N,.. ==0V k=1,...,N—1, sonst =N

(3.16)

'Bei Interpolationen von Pol zu Pol sind allerdings in der Regel keine trigonometri-
schen Polynome angebracht. Hier werden oft Linearkombinationen von Legendrepolynome
genommen, die bei zweidimensionalen Problemen der Kugeloberfléiche mit trigonometrischen
Polynomen zu Kugelflichenfunktionen faktorisiert werden.
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Daher gilt mit der rechten Klammer

N-1
. 1| N falls k=0,£N,£2N,...
Z (exp(2mik/N))" = { 0  sonst.

1=0
Damit folgt die Behauptung. {

(3.17)

Man fiithrt nun im komplexen Vektorraum CV der N-Tupel f = (fo, fi,..., fnv_1) €
C¥ ein Skalarprodukt ein

1 N—-1
=~ 2 fidw. (3.18)
k=0

g komplex konjugiert. Wahlt man speziell fiir f, g,
w; = ((exp(izg))?, (exp(iz1))?,. .., (exp(izy-1))!), 7 =0,..., N — 1 so erhilt
man damit eine Orthogonalitatsrelatlon

1 falls j =k

<“’J"“”f>:5j’€:{ 0 falls j £ k,0<jk<N—1. (3.19)

Satz: (Diskrete Fouriertransformation)
Das trigonometrische Polynom P(x) = Z,iv;()l apexp(ikz) erfille P(xy) =
fe, k=0,...,N —1, so gilt

2

-1

frexp(—
0

Beweis: Da P(zy) = f, folgt mit der Orthogonalitétsrelation (B.19)

omiki
N

1
— 1 =0,...,N—1 2
N )7] 07 I (3 0)

aj—

i

N—
1 .
N E fkwkj = (fk,wj) = <a0w0—|—a1w1—l—...+ajwj+...+aN_1wN_1,wj) = Q.

(3.21)

<

Man erhélt auf diese Weise die Koeffizienten a; einer diskreten Fourierana-
lyse der Stiitzstellenwerte f;. Zur Reproduktion hat man die Reihenentwick-
lung bis zum Abschneidewert (truncation number) N — 1 fortzufithren. Aller-
dings haben die Polynome mit geringerem Abschneidewert 0 < s < N — 1 die
folgende, in der Praxis duflerst wichtige Minimaleigenschaft:

Satz: Von allen trigonometrischen Polynomen Q4(x) = by + by exp(iz) +

..+ bsexp(siz), s < N — 1 minimiert das s-te Abschnittspolynom P von P
den quadratischen Fehler

S(Qs) = \fk—Qs(:ck)I : (3.22)

Dabei ist S(Qn-1) = S(P) =0
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3.4.2 Schnelle Fouriertransformation
Bei der Berechnung der N Fourierkoeffizienten in ([B20) werden N - N Ope-

rationen vorgenommen. Der Algorithmus ist also von quadratischer Ordnung
O(N?). Insbesondere bei grofien N ist dies ein zu teurer Algorithmus. So hat
seit Januar 2010 das Modell des Européischen Zentrums fiir mittelfristige Wet-
tervorhersage (ECMWF) eine Abschneidezahl von 7' = N — 1 = 1279, =~
16 km horizontaler Gitterabstand fiir die pro Zeitschritt 2-fach auszufithrende
Fouriertransformation. Eine Abhilfe schafft die Schnelle Fouriertransformation
(Fast Fourier Transformation, FFT). Es gibt mehrere Varianten (Cooley and
Tukey, 1965; Gentleman and Sande, 1966). Die Verfahren beruhen allerdings
auf spezielle Moglichkeiten, Berechnungen zu sparen, wenn N sich in méglichst
kleine und wenige unterschiedliche Primfaktoren faktorisieren 148t. So gilt fiir
das oben genannte Beispiel T+ 1 = N = 1280 = 2% - 5 (friihere Version:
T+1= N =800 = 2°-5%). Die beste Effizienz wird mit 2-er-Potenzen N = 2"
erzielt. Wegen seiner grofien Bedeutung wird im folgenden der Algorithmus
von Sande und Turkey skizziert (Gentleman and Sande, 1966)

Mit der Abkiirzung 5m = exp(— 27”) folgt unmittelbar €2 = ¢, ;. Gilt
ferner M = N/2, so folgt eM = exp(—mi) = —1 fiir f € C, h—O,...,N—l

1 = omiki. 1=,
a; =5 D feexp(==) = = D fel”. (3.23)
k=0 k=0
Mit h =0,..., M —1 kann man in Koeffizienten gerader und ungerader Indices
aufteilen
N - agy = Zk 0 f 52hk = 24:61<fk+fk+M>52131 = Zk 0 1€ Zkl
N-agi = Y35, feen freee i (fe = frem)eh)elk = Z(k 0 )lg Enty
3.24

Man erhilt damit 2 Fouriertransformationen wie (3.23)), aber von jeweils halber
Lénge. Dieser erste Schritt reduziert die Komplexitéit auf O(2(N/2)?). Fiihrt
man diese Halbierung mit gleichem Schema weiter fort, so erhélt man mit
M :=2""1und R :=2""™"
2M—1
Noap,= Y fed r=0..,R—1,j=0,...2M—1,  (3.25)
k=0

wobei die ffg) mit folgender Rekursion berechnet werden

g,:?l = £, k=0,...,N—1
fﬁm j = fﬁﬁ; +fr’;"‘+M (3.26)
frTRk = (frk frk+M)

Dabei ist m = n,n—-1,...,1, » =0,1,...,.R—1, R =2""" k =
0,1,....M -1, M=2m"!

Es a3t sich zeigen, dass die Komplexitét des Algoritmus von der wesentlich
giinstigeren Ordnung O(N - (In N)) ist.

2Meist wird unter einer Operation eine Multiplikation und eine Addition verstanden.
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3.5 Spline-Interpolation

Zwar kann man bei algebraischen Polynomen beliebig viele Stiitzstellen einfiihren,
sofern hierzu die Wertepaare gegeben sind. Allerdings nimmt die Glétte der
Interpolationsfunktion ab und Uberschwinger lassen sich nicht unterdriicken.
Préziser ausgedriickt, im allgemeinen konvergieren Interpolationspolynome mit
wachsendem Grad nicht gegen eine gegebene zu interpolierende Funktion.
Dank der Minimaleigenschaften und der damit verbundenen Orthogonalitétsrelation
leisten dies sie trigonometrischen Polynome. Die Voraussetztungen zur Anwen-
dung der trigonometrischen Interpolation sind oben bereits genannt worden.
Die Koeffizienten miissen in einem gesonderten Rechengang ermittelt werden.
Ferner sind sie auf periodische Randbedingungen und dquidistante Stiitzstellen
eingeschrénkt. Wiinschenswert wére eine Verbindung der Eigenschaften beider
Interpolationsverfahren. Diese Eigenschaft erfiillt im gewissen Sinne die Inter-
polation mit Splinesﬁ.

3.5.1 Kubische Splines

Die folgende Darstellung wird nur kursorisch sein.

Ein Interpolationsintervall [a, b] sei durch die nicht notwendigerweise dquidistante
Lage der Stiitzstellen A := {a = zg < 27 < ... < z,, = b} unterteilt.
Def.: (Spline-Funktion)
Eine zur Aufteilung A gehorende Spline-Funktion Sa ist eine relle Funktion
Sa : |a,b] — R mit folgenden Eigenschaften

a) Sa ist auf [a,b] 2-mal stetig differenzierbar, d.h. Sx € C?[a, D]

b) Auf allen Teilintervallen [z;, ;1] i = 0,...,n — 1 stimmt Sx mit einem
Polynom 3. Grades iiberein.

Wie eingangs angedeutet, bewerten wir S mittels einer durch die 2. Ableitung
definierte zu minimierende Kriimmung

1= [ 17w de (327

Es gilt die folgende Minimum-Norm-Eigenschaft fiir Splines:

Satz: (Minimum-Norm)
Gegeben seien A :={a=ap <21 < ... <z, =b}, Y ={yo,...,y} und eine
stetige Funktion mit f(x;),i =0,1,...,n. Dann gilt

If = SaM)II* = IFI” = 1Sa(X)II* = 0. (3.28)

Wird zusétzlich eine der folgenden Bedingungen erfiillt

3Spline (engl.) Straklatte, d.i. ein biegsames Lineal, welches an gegebenen Stiitzstellen
angelegt eine Kurve mit angenéhert geringster Kriimmung bezeichnet.
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a) ("natiirlicher Spline”)SX (Y, a) = SX(Y,b) = 0 (Spline-Funktion hat an den
Endpunkten a, b keine Kriitmmung), oder

b) ("periodischer Spline”) f, Sa periodisch, also Si (Y, a) = Sy (Y,b), SX(Y,a)=
SR(Y,b), oder

c) ("vollstandiger Spline”) f'(a) = S\(Y,a), f'(b) = S\(Y,b) (vorgegebene
Anfangs- und Endsteigungen),

so ist die Splinefunktion Sa(Y') eindeutig bestimmt.

Die oben gesetzte Forderung Sa € C? [a, b] liefert die lineare Bedingung fiir
die 2. Ableitung

Tiv1 — T r—x;
SaY;z) = MjM + Mj+1<—J), @ € [z), 2544]
hj1 hj1
wobei hji; = xj41 — x; gesetzt wird. Mit dieser Definition der Momen-
te M; = SX(Y,x;) lisst sich durch zweimalige Integration die Formel zur

Berechnung von kubischen Splines herleiten. Diese lautet fiir = € [z;, x,44],
j=0,..,n—1(n+1: Anzahl der Stiitzstellen):

2 2
Syia) = o) o)t
A( ) J 2hj+1 Jj+1 Zth J
Tirg —x) r—x;)3
SA(Y;ZL‘) = M](]g}ll—) + Mj+1(6h—]> + A](ZL' — [L’j) + Bj (329)
j+1 j+1
mit den Integrationsk A= Y Y gy 350
grationskonstanten A; = o 6 (M4 ;) (3.30)
j
i

Setzt man (B31)) in (29) ein, und beachtet man die Gleichheit der 1.
Ableitungen an den Stiitzstellen Si (Y;x—) = SA(Y;2+) , so lautet nun die
Bestimmungsgleichung fiir die Momente M, := SX(Y,z;), j=1,...,n—1

hj hy+hjr oo By Yirr —Yi  Yi-1 — Y :
M LM LM = J 42 . j=1,...,n—1.
6’ 3 e T i1 h;

(3.32)
Zusétzlich zu diesen n — 1 Gleichungen erhélt man abhéingig von den 3 Fillen
Fall a): SX(Y;a) = My =0= M, = SX(Y;z+)
Fall b): SX(Y;a) = My = M,, = SX(Y:b) und S4(Y:a) = SA(Y; )

alSO %Mn,1 + %Mn + %Ml — ylh_lyn + ynfhijyn’
Fall C) S/A(Ya CL) = yé, = %MO + %Ml — ylh—lyo o 3/6

SA(Y:b) =y, = %Mn_l + %"Mn = _yn—hlin—l — b
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Das Gleichungssystem lautet nun fiir die Félle a und ¢ in Matrixschreibweise

2 /\0 C MO do

pio 20N M, dy
pa =l D e

2 )‘n—l . .

c Pn 2 M, d,

hiiq
A= 2t =1\ 3.34
J hj +hj+1’ M J ( )
und
6 Yir1 — Yj y-—y~_1> .

d; := ] < ) , =1,2,...n—1. 3.35
T i+ b ( hji1 h; ! (3.85)

Im Falle a) gilt

M =0, dyo=0, p, =0, d,, =0 und ¢ = 0. (3.36)
Im Falle c) gilt
6 Y1 — Yo /
=1 dy=—|—F—— . 3.37
0 y o Iy ( hy Yo ( )
o =1, dn:E y'—M ,c=0. (3.38)
hy \7" N,

A\ = : L=1-\, 3.39
ey (3.39)
" hp hy I, ’ ' '

3.5.2 B-Splines

Eine Moglichkeit, spezielle Randwertunterscheidungen zu vermeiden, bieten
Basis-Splines, kurz B-Splines. Dazu wird ein Funktionsraum von 2-mal stetig
differenzierbaren Splinefunktionen 3-ten Grades konstruiert, die als Linearkom-
bination die gegebenen Stiitzstellen interpolieren (und bei anderen Anwendun-
gen als in diesem Kapitel auch nur approximieren) kénnen. Die Konstruktion
gelingt folgendermaflen: Definiere abgeschnittene Potenzfunktionen

 (t—2)? fallsx <t
Fa(t) := { 0 falls z >t . (3.41)
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Ferner wird eine weitere Stiitzstellenmenge definiert durch

{to, tl, t27 tg, t4, t5, e tn, tn+1, tn+2, tn+3, tn+4} = {LC(), Lo, Loy Loy L2y L3yv.yTn—92,Ln,Ln, Ly, Ly
(3.42)

und f; : 0f,(¢;) mit den dividierten Differenzen [f;, ..., fiix]. Damit hat man

fiir den i-ten B-Spline

BZ(SE) = ( i+4 T )[fl7"'afi+4]’ 1=0,...,n (343)

Man kann zeigen, dass diese B-Splines linear unabhéingige Basisfunktionen
im Raum der kubischen Splinefunktionen sind. Diese erfiillen die folgenden
Eigenschaften:

1.
By > 0 falls € [xo, x2)
By > 0 falls € (w0, xs3)
By > 0 falls € (zo, x4)
B3 > 0 falls € (wg, xs5)
B; > 0 falls 3:6(:1:1 1, Tive) 1=4,....,n—4
B,_3 > 0 falls T € (Tn-5,Tn)
B,_o > 0 falls T € (Tp_y,Ty)
B, > 0 falls x € (Tp_3,T,)
B, > 0 falls T € (Tp-2, Tn)
B;(xz) = 0 falls auferhalb dieser Intervalle (3.44)
2. .
Y Bi(x) =1 V€ [xg,z,] (3.45)

3. Die Matrix B mit den Koeffizienten b;, := By (x;) hat Siebenbandgestalt
und ist positiv definit.

Eine B-Splinefunktion im inneren Gebiet ¢ = 4,5,...,n — 4 setzt sich iiber
seine Teilintervalle wie folgt zusammen

(z — 259)° € @i g, 5 1]
1 h3 + 3h*(x — xiq) + 3h(x — 2;1)* — 3(x — a:i,l):‘, € [zi1, 1
Bz( ) @ h3 + 3h2($i+1 - ZL’) + 3h(&3i+1 - SL’)Q - 3<l’i+1 - I)3, [SL’ LU2+1]
(Zipo — x)? T € [Tig1, Tiyo]
0 sonst
(3.46)

Die gesuchte B-Splinefunktion s(x) kann nunmehr als Linearkombination
dieser Basissplines dargestellt werden

= ZakBk(gj), (347)
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also eine Aufgabe mit n + 1 Bedingungen. Das zugehorige Gleichungssystem
ist dann gegeben durch

fi=> apBi(z;), i=0,1,....n (3.48)
k=0

3.5.3 Neue Begriffe

Newtonsche Interpolationsformel, Dividierte Differenzen, Trigonometrische In-
terpolation, Orthogonalitéitsrelation, Schnelle Fouriertransformation, Spline-
Interpolation, Kubische Splines, B-Splines, lineare Polynominterpolation, La-
grangesche Interpolationsformel, Dividierte Differenzen, Trigonometrische In-
terpolation, Orthogonalitatsrelationen, FF'T, Spline-Funktion, kontinuierliche
und diskrete GauBapproximation, Tschebyscheffpproximation

3.5.4 Fragen

1. Warum sind bei der ”einfachen” Polynominterpolation die Anzahl der
Stiitzstellen, und damit der Grad des Interpolationspolynoms begrenzt?

2. Wann eignen sich trigonometrische Interpolationsverfahren?

3. Wie reduziert sich die Komplexitat der Berechnung der Koeffizienten bei
trigonometrischer Interpolation durch FFT, und welche Beschrinkung
erzwingt dies?

4. Welchen Vor- und Nachteile haben kubische Splines gegeniiber der ein-
fachen Polynominterpolation?

5. Durch welche Bedingungen kénnen kubische Splines eindeutig bestimmt
werden?

3.5.5 Weitere Interpolationsverfahren

Weitere wichtige Interpolationsverfahren sind die rationale Interpolation durch
einen Quotienten von Polynomen, die Waveletinterpolation, die mit einer Or-
thogonalitatsrelation beruht, ohne, dass eine periodische Form erwartet wird
und eine Wirkung nur in einem bergrenzten Bereich um eine Stiitzstelle erwiinscht
ist.

Im Bereich mehrdimensionaler Interpolation gibt es in der Geostatistik Ver-
fahren wie Kriging (Geologie zumeist), Optimale Interpolation (zumeist Me-
teotrologie), die eng verwandt sind, aber wegen ihrer approximativen Methodik
nicht zur Interpolation im engeren Sinne gehoren.
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3.6 Approximation

3.6.1 Gaullapproximation

Wir behandeln nun den Fall, dass durch eine Vielzahl von gegebenen Tupeln
(x;, f;), oder gar eine stiickweise glatte Funktion f, eine auf Rundungsfehlerge-
nauigkeit genaue Anpassung nicht méglich oder sinnvoll ist. Der letztgenannte
Fall ist typisch fiir eine Anpassung an iiblicherweise fehlerbehaftete Messungen.

Die vielfaltigen Aufgabenstellungen der Gaulapproximation fiithrten zu di-
versen weiteren Bezeichnungen: Datenanpassung, Ausgleichsrechnung oder Re-
gressionsanalyse. Man unterscheidet zwischen einer kontinuiertliche und einer
diskreten GauBapproximation.

Kontinuiertliche Gauflapproximation Das folgende Problem liegt im kon-
tinuierlichen Fall vor:

Bei einer gegebenen, auf dem Intervall (a,b) stiickweise stetigen, quadratin-
tegrablen Funktion f : (a,b) — C* und einer auf gleichem Intervall positiven
Gewichtsfunktion w(z) > 0,a < x < b, sowie einem Funktionenansatz

9(z) = g(x;a0, a1, ..., a,) = Z a;pi(z) (3.49)
i=0
mit ebenfalls gegebener Ansatzfunktionenfamilie ¢;,7 = 0,...,m mit m line-
ar unabhingigen Basisfunktionen, sind die Koeffizienten ag,ay, ..., a, so zu
bestimmen, dass
b
Flassan..an) i= [ (7(2) = gla) Pua)ds (3.50)

minimal ist.

Zur Berechnung dieses Minimums leitet man Gleichung (B50) jeweils nach
den a; ab und setzt jede der Komponentengleichung = 0. Fiihrt man das
Skalarprodukt

(9) = [ f@glayu()is 351

ein, erhélt man das Normalgleichungssystem

(60, %0) (Do, 01) ... (¢, Om) ao (f, do)
<¢1,.¢0) ’ | a:1 _ (f, :¢1)  352)

Dank der angenommenen linearen Unabhéngigkeit der ¢; ist das Gleichungs-
system eindeutig losbar. Die numerische Losung derartiger Gleichungssysteme
werden spéter behandelt.
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Sind die ¢; dariiber hinaus paarweise orthogonal, also

(i, 05) =0, falls i # 7, (3.53)
so erhélt man direkt die Losung
a; = —=, 1=0,1,...,m 3.54

Mit der Interpolation mittels trigonometrischen Funktionen wurde ein dis-
kretisiertes orthogonales Funktionensystem bereits vorgestellt. In diesem Zu-
sammenhang wurde auch die approximierende Optimalitétseigenschaft benannt,
falls weniger Funktionen als Stiitzstellen genutzt werden.

Diskrete Gauflapproximation Allgemein kann man nun fiir die diskrete
GauBlapproximation die analoge Herleitung finden. Wahlt man N Stiitzstellen,
so findet Gleichung ([350) seine diskrete Entsprechung in

Flag,ar,. .. am) = > (f(x:) = g(z:)*ws, w; > 0. (3.55)

1=0

Das Skalarprodukt lautet entsprechend

(f,9) = Z f(xi)g(zi)w;. (3.56)

Mit diesen Definitionen kann die Normalgleichung aufgestellt und bei linearer
Unabhéngigkeit der Vektoren ¢;(xy),k =0,...,N, i=0,1,...,m eindeutig
gelost werden.

3.6.2 Approximation mit Tschebyscheffpolynomen

Als ein sehr Konstruktion Beispiel orthogonaler Basisfunktionen fiir die GA
haben sich T'schebyscheffpolynome (TPe) erwiesen. Die effiziente Konstruktion
fuBlt auf der Tatsache, dass die Funktionen cos(k¢), k = 0,1,... durch die
trigonometrischen Additionstheoreme als Polynom von cos(¢) rekursiv, und
damit einfach, darstellbar sind.

Ti(x) := Ti(cos(¢)) := cos(kp), wobei x:=cos(¢p), =€ [-1,1] (3.57)
Man findet mittels der Additionstheoreme der Trigonometrie als erste TP

cos(0p) =1 = To(z) =
cos(1¢) = cos(¢) = Ty

cos(2¢) = 2cos’(¢) — 1 =  Ty(z) =22 — 1
x

cos(3¢) = 2cos(¢) cos(2¢) — cos(¢) = 4cos®(¢) — 3cos(p) = Ty(v) = 4a® — 3z
(3.58)
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Man ermittelt ferner
Ty(z) = 8x* —82* +1,  Ty(zx) = 162° — 202° + 5, . .. (3.59)
Die folgenden Eigenschaften lassen sich zeigen:

1. Beschrankung

Te(z)| <1, ze[-1,1],k=0,1,2,... (3.60)
2. Rekursion
To(r) =
Tl(x) = x
Tii1(x) = 20Ty (x) — Tp—1(z), k>1 (3.61)
3. Symmetrie
Te(—x) = (=1)*T () (3.62)

4. Extremalstellen haben eine Drangung zu den Intervallrindern

xl(e):cos(%r), 1=0,1,....k,k>1 (3.63)

5. Nullstellen haben ebenfalls eine Driangung zu den Intervallréndern

20 -1
a:l(e):cos (Gl ., 1=0,1,... kk>1 (3.64)
2k
Orthogonalitiit beziiglich der Gewichtsfunktion w(z) 1= ——=;
1 1 0, falls [ #£j
/ Ti(x)Tj(v) =—=do = ¢ ©/2, falls 1=j>0 (3.65)
-1 1-= m falls [=j=0

3.6.3 Neue Begriffe

GauBapproximation, Approximation mit Tschebyscheffpolynomen, Ansatzfunk-
tionen, Normalgleichung

3.6.4 Fragen

1. Wann ist das Normalgleichungssystem eindeutig losbar?

2. Warum gelten die Tschebyscheffpolynome als besonders effizient?



Kapitel 4

Integration

Dieser Abschnitt behandelt die numerische Berechnung bestimmter Integrale

/f(:c)dx, lal, |b] < oo. (41)

4.1 Newton-Cotes-Formeln

Ein naheliegendes elementares Verfahren erhélt man, indem man die Funkti-
on f(x) an geeigneten Stellen x; auswertet und mittels der so gewonnenen
Stiitzstellen ein interpolierendes Polynom P(z) konstruiert und dann inte-
griert, in der Erwartung fab P(x)dx =~ fab f(x)dx. Wir wahlen fir das Fol-
gende eine dquidistante Intervalleinteilung h := (b — a)/n,n > 0 ganz, so dass
ri=a+1-h, 1=0,...,n. Mit s als geeignet gewéhlter neuer Variable lautet
bei Transformation mittels © = a + h - s das Langrangesche Interpolationspo-
lynom

(s — k)
(i —k)

Li(w) = ¢i(s) = ]| (4.2)

k=0
ki

Damit erhélt man nach Integration die Newton-Cotes-Formeln

/abP(x)dx - 2:; f; /ab Li(x)dz
- hzn:f,» /On i(s)ds
- hi ficu (4.3)

n
b—a
- E Uifi7
SN -
=0

33
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wobei 0; := sa;. Dabei sind also die Gewichte (Koeffizienten)

Q; = /On wi(s)ds (4.4)

durch die Wahl der approximierenden Interpolationspolynome bestimmt, nicht
aber durch Werte f; oder den Intervallgrenzen a, b.

Mit n = 1 erhélt man die bekannte Trapezregel. Die Simpsonregel erhalt
man mit n = 2, mit den Gewichten

2s—1 s—2 1 /2 1/8 12 1
= . ds = = 3 Nds =~ - — = +4) ==
o /00—1 02" 2/0(8 35 +2)ds 2(3 2+) 3

(4.5)
2
s—0 s5—2 4
“ /0 1-0 127 3 (46)
s—0 s—1 1
= . ds=...=~— 4.7
2 /0 20 21" 3 (4.7)
Damit gewinnt man den Néherungswert
b h
/ Py(x)dr = g(fo +4f1+ f2) (4.8)
Die tabelliert vorliegenden Gewichte «;, ¢ = 0,1,...,n sind rationale Zah-

len mit der Eigenschaft > " ja; = n. Die ersten 4 Newton-Cotes—Formeln
erhdlt man mit

n o; sn=7y 1 ,0; Fehler Name

1 1 1 2 i‘—;f@) (€) Trapezregel

2 1 4 1 6 ??;05 FD(€) Simpson—Regel‘
31 3 31 8 50 @W(¢) 3/8-Regel, (pulcherima)
47 32 12 32 7 90 SO Milne-Regel

Dieses Verfahren kann man bis n = 6 anwenden. Bei mehr Unterteilungen
treten negative Gewichte auf.
Eine allgemeine Fehlerabschétzung lautet

b b
/ P,(z)dx — / f(z)de = hP* K- fP(8), € € (a,b) (4.9)

Dabei héngen p und K von der Wahl von n ab.

4.2 Integration mit Intervallaufteilungen

Die Beschrinkung des Polynomgrades ist jedoch nicht problematisch, da man
in der Praxis ohnehin zumeist eine gewéhlte Formel in dem beliebig fein un-
terteilten Integrationsintervall wiederholt anwendet. Fiir den einfachsten Fall
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der Trapezregel, d.h. n = 1 bei N-facher Unterteilung mit [z;, z;11], i =
0,1,...,N, h:=(b—a)/N erhilt man die Teilndherung I; := h/2(f(z;) +
f(z;11). Das gesamte Integral iiber [a, b] wird somit zu

h
T(h) =) 5 (@) + flzi)) = - (f(a)/2+ fla+h) +...+ f(b—h) + f(b)/2).
= (4.10)
Jedes Teilintervall 7 hat nun den Fehler
Tit1 h3
I; — /xl fz)dx = Ef(z)(fz’)a & € (T4, ign)- (4.11)
Nun gilt aber
| V-1
min f&(&) < > FP(&) < max [2(g), (4.12)
i=0
so dass aber fiir f € C?[a,b] ein £ € (min; &, max; &;) existiert mit
| V-l
(2) - (2)(¢.
1O = 3 L6 (113
Daher 148t sich fiir das Gesamtintervall abschétzen
b W3 (b—a) w= 1 h2 (b —
00~ [ syt = GETE S 0 = e, €e @)
(4.14)

Die wiederholte Anwendung der Trapezformel ist also ein Verfahren von qua-
dratischer Ordnung in h, falls f € C?[a, b].

Ein weiteres Verfahren zur Verbesserung der Genauigkeit der Trapez— und
Simpsonregel ist die Romberg-Integration. Die Taylorreihe des Fehlers 148t
sich schreiben

T(h) — I = cih* + b + . .. (4.15)

mit ¢; unabhéngig von h. Die grundsétzliche Idee ist, wegen limy,_,oT'(h) =
f; f(z)dz dem exakten Integral moglichst nahe zu kommen, wobei Ergebnisse
bereits durchgefithrter Rechnungen mit grofleren Schrittweiten h genutzt wer-
den kénnen. Mit einer Reihe von geeignet gewéhlten Abstanden hg = b—a, hy =
ho/n1, ..., hy = ho/ny,, werden nun die verschiedenen Trapezsummen
Tio=T(h;),i=1,...,m

wie oben beschrieben ermittelt. Man ermittelt nun rekursiv durch Interpolati-
on das Polynom

Tmm(h) = ag +a h?+ ...+ a,h®" in h?,

fiir welches gilt
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Trim (1) = T (hi), i =1,...,m.
Die gesuchte, verbesserte Niherung ermittelt man dann fiir 7}, (0).

Man kann dann z.B. durch Halbierung der Schrittweiten h; bei der Trapez-
regel folgende Rekursion anwenden

1. Schrittweitenwahl

b—a
hy, = S k=0,1,...,m (4.16)
2. Trapezregelauswertung
Berechne Tp o := T'(hy) und weiter
1
Tk,O = 5 k71,0+hk (f(a -+ hk) + f(a + 3hk) + ...+ f(b - 3hk) + f(b - hk))
(4.17)

3. Firg=1,2,...mund k=75,7+1,....m
_ YTy i — Te-1-1

Tyj 1 (4.18)
Fiir die Fehlerabschétzung gilt dann, nach lingerem Nachweis
(b— a)2j+3Bj+1 (2m+2)
Ty = 11 < 55 FG (3 4 3)1 28 K (z)], (4.19)

falls f € C*™*2[a, b], mit B; Bernoullizahlen.

4.3 Gauflintegration

Eine wesentliche Verbesserung der Genauigkeit erhdlt man mit einer auf Gauf3
zuriickgehenden Methode. Man approximiert das zu integrierende Integral von
Funktionen des Typs w(x) - f(x) mit stetigem w(x) > 0 fiir 2 € [a, ]

I(f) := / w(z) - f(x)dr ~ Zwi - f(x) = I(f). (4.20)

Trivialerweise kann w(z) = 1 sein. In diesem, wie auch im allgemeinen Fall,
kann man sich fragen, ob durch geschickte Wahl der w; und x; ein Polynom
hoheren Grades als n exakt integriert werden kann. Wir befreien uns also
von der Festlegung dquidistanter Stiitzstellen mit dem Ziele, die gewonnenen
2n Freiheitsgrade zur Verbesserung der numerischen Integration zu nutzen.
Formales Ziel ist, die Differenz I(f) — I(f) fiir Polynome méglichst hohen
Grades verschwinden zu lassen. Man kann nach ldngerem Beweisgang zeigen,
dass

L. zu jedem n = 1,2,... eindeutig bestimmte Zahlen w;,x;,i = 1,...,n
gibt, so dass I(f) = I(f) fiir alle Polynome p mit Grad p < 2n — 1.
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2. firallei=1,...,n gilt w; > 0 und z; € (a,b).

Um eine Approximation an I(f) durch Polynome wachsender Ordnung oh-
ne Uberschwingungen zu erhalten, werden geeignete, im Intervall beschriinkte
Polynome p;(z) gesucht, deren geeignete Linearkombination das Gewiinschte
liefern. Dies gelingt mittels geeigneter Familien orthonormaler Funktionen, de-
ren zugehoriges Skalarprodukt auf das gegebene Integral aufbaut. Wir definie-
ren das Skalarprodukt zweier Funktionen f, g bei gegebener Gewichtsfunktion
w(z)

b
(f.g) = / w(z) f()g(x)dz (4.21)

Ein Satz von orthonormalen Polynomen 148t sich nun mit dem folgenden Ver-
fahren konstruieren.

p1=0 (4.22)
po=1 (4.23)
Pi+1 = (# — a;)p;(x) = bpj1(x), j=0,1,... (4.24)
wobel
a; = (xp;p5) i=0,1,... (4.25)
(pis ;)
(pj; pj) .
b= PPl —0.1,... 1.26
! <pj—17pj—1> J ( )

Alle Polynome p;(x) haben im Intervall (a,b) n verschiedene Stiitzstellen (=
Nullstellen). Ferner fallen die Stiitzstellen der verschiedenen Polynome nicht
iberein, sondern trennen einander bei einem Grad Unterschied p;_q,p;. Es
kann nun gezeigt werden: Die N Nullstellen x;,2 = 1,..., N des zur Integration
gewihlten Polynoms px(z) sind nun genau die optimalen Stiitzstellen, die in
(#20) die exakte Integration fiir alle Linearkombinationen der Polynome bis
zum Grad 2N — 1 gewéhrleisten. Methoden fiir die numerische Ermittlung von
Nullstellen werden in einem folgenden Kapitel behandelt.

Desweiteren miissen noch die Gewichte w; in (£.20) bestimmt werden, um
das Geforderte zu leisten. Eine Moglichkeit ist durch die Losung der Gleichung

po(z1) ... polzN) wy fabw(a:)po(x)dx
pl(.:m) o pl(.xN) "= ! L (4.27)
PN—1($1) e PN—l(xN) wN 0
gegeben.

Die Wahl der Familie orthogonaler Polynome ist problemabhéngig. So sind
z.B. fiir die Losung der Potentialgleichung auf der Sphére die von Pol zu Pol



38 Integration

integrierenden Polynome vom Gauﬁ—Legendre—TypEl erforderlich, nachdem der
Integrationsbereich von Pol zu Pol nach Skalierung auf das Intervall sin [90.5, 90N| =
[—1, 1] transformiert wurde.

Wichtige Orthogonalsysteme fiir die GauBquadratur lauten nun:

e GaufB-Legendre:
Wix)=1 [—1,1]
U+ DPj1 = (2 + 1)ab; — jPi

e GauB-Tschebyscheft:
Wix)=1/v1—2a? [—1,1]
T‘+1 = 2[ETYJ — /I'j—l

J

e GauB-Laguerre:
W(x) = % exp(—x) (0, 00)
G+DLS, =(—z+2j+a+ 1)L — (j+a)L§

e GaufB-Hermite:
W (z) = exp(—x?) (—00, 00)
H‘+1 = 21‘H] — QjHj_l

J

Eingebettete Gaufiregeln

Bei der schnellen Fouriertransformation wurde systematisch von der Eigen-
schaft der Exponentialfunktion Gebrauch gemacht, dass Stiitzstellenevaluationen
an weiter distanzierten Stiitzstellen auch fiir nachfolgende Verfeinerungen ge-
nutzt werden konnen. Man bezeichnet die Stiitzstellen als eingebettet. Wie
oben beschrieben, sind im Gegensatz dazu die Stiitzstellen/Nullstellen fiir die
nach der Gauflintegration ermittelten Polynome disjunkt, und kénnen somit
nicht verwendet werden. Mittels der Gauf-Konrod-Quadratur koénnen aus-
gehend von der n-Punkte-Gaufiformel optimale 2n + 1-Punkte-Formel durch
Ergénzung von n + 1 Punkten zu gewinnen

n+1

I(f) = Zwi fai) + Zvi - f(y;)- (4.28)

Dieses Verfahren integriert Polynome bis zum Grad 3n+1 exakt. Allerdings
arbeitet dieses Verfahren nicht fiir jedes n exakt.

4.4 Mehrdimensionale Integration
Die GauB-Quadratur kann fiir 2 Dimensionen zur Gaufl-Kubatur erweitert

werden, wo entsprechente Stiitzstellen und Gewichte auf einer Flache ermit-
telt werden miissen. Allgemein kann man bei niedrigdimensionalen Problemen

!Zusammen mit den im vorigen Kapitel behandelten und lings der Breitenkreisen

integrierenden Exponentialfunktionen bilden sie nach summandenweisen Produkt die 2-

dimensionalen Kugelfliichenfunktionen (spherical harmonics) ij = P;(sin(¢p)) exp(2Zk).
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durch Produktansatz das Integral

b pd n n
I ::/ / f(x,y)d:cdy%ZZwivjf(xi,yj) (4.29)

i=1 j=1

16sen. Allerdings wichst der Rechenaufwand mit der Anzahl der Dimensionen
sehr schnell iiberproportional. Alternativ kann man Ansétze aus der Theorie
der Finiten Elemente heranziehen. Bei sehr hohen Dimensionen werden Monte-
Carlo-Verfahren angewandt (siche Vorlesung MATHMET 2).

4.4.1 Neue Begriffe

Newton-Cotes-Formeln, Integration mit Intervallaufteilungen, Gauflintegrati-
on, Trapezregel, Simpsonregel, Romberg-Integration, Quadratur, Gau-Konrod-
Quadratur,

4.4.2 Fragen

e Wie kann man bei hoherer Anzahl von Stiitzstellen vermeiden, Polynome
héherer Ordnung heran zu ziehen?

e Welche zwei Vorteile liefert die Anwendung der Gau”integration, und
welchen 7 Preis”muss man dafr akzeptieren?
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Kapitel 5

Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssystem kénnen mittels Iterationen approximativ oder durch
direkte Methoden bis auf Rundungsfehler exakt gelost werden. In diesem Ka-
pitel werden zunéchst Verfahren der letztgenannten Methode behandelt, die in
vorgegeben endlich vielen Schritten zur Losung gelangen. Iterative Verfahren
werden typischerweise bei sehr hoher Anzahl von Unbekannten angewandt, wie
sie oft bei der numerischen Losung partieller Differentialgleichungen auftreten.
Dieser Bereich wird gegen Ende des Kapitels kurz behandelt.

Gegeben seien die quadratische Matrix A € R™"™ und der Vektor b € R",
wahrend Vektor x € R™ die gesuchte Losung ist.

aiyy ... Qip I bl

Anl . Cpn T by,

5.1 Gaufl-Elimination

Das lineare Gleichungsproblem (B.I) mit quadratischen, nichtsinguldren Ma-
trizen ist zu einem wesentlichen Teil gelost, wenn man die Matrix A in eine
untere Dreiecksmatrix L und obere Dreiecksmatrix R faktorisieren kann.

A=1L-R. (5.2)
In diesem Falle hat man zwei gestaffelte Gleichungssysteme
L-c=b mit R-z=c (5.3)

Gestaffelte Gleichungssysteme sind aber direkt 16sbar. Hier ermittelt man zu-
erst den unbekannten Vektor ¢, danach die eigentlichen Unbekannten x. Im
bereits faktorisierten Fall lautet der Algorithmus, falls die Diagonalelemente

41
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von L R, l;;,r; # 0 sind
1 i—1
C; ‘= l” <bz ;llkck) s 2—1,2...,n,
xi::i(ci— zn:rikxk>, t=n,n—1,..., 1. (5.4)
Tii

k=i+1

Nun 148t sich nicht jede reguldre Matrix LR-zerlegen, wie man an folgendem
einfachen Beispiel rasch erkennt: Sei A = (91), also det(A) = —1 # 0. Eine
LR-Zerlegung ergibt dann ay; = [y; - r11 = 0. Da damit zumindest [;; oder
r11 = 0 wére, miiite A nicht-regulér, d.h. det(A) = 0 sein, was im Widerspruch
zur Regularitit von A steht.

Das Problem 148t sich aber bekanntermafien durch Zeilenvertauschung losen,
d.h. man multipliziert das Gleichungssystem (B.1I) von links mit einer Permu-
tationsmatrix P. Es gilt der

Satz 5.1 Sei A € R™™" eine requldre Matriz. So gibt es immer eine Permuta-
tionsmatrix P, eine untere Dreiecksmatriz L und obere Dreiecksmatriz R, so
dass gilt

P-A=1L-R. (5.5)

Im oben genannten Beispiel 16st P = (§§) das Problem.

In der Praxis ermittelt und verwendet man nicht explizit die Matrizen
P, L, R, sondern man wendet das Gauflsche Eliminationsverfahren an, wel-
ches, bei gleicher theoretischer Grundlage, effizienter ist. Aus Griinden der
Anschaulichkeit schreibt man die Matrix

ayr ... QAp ‘ b1

[A,b] = € R, (5.6)

|
|
1l v Apn | by

Nun werden von Spalte 1 bis n die Matrixelemente unter der Diagonalen eli-
miniert, also zundchst eine Matrix [A’, b'] konstruiert, die nach Erledigung der
1. Spalte die folgende Form hat

ay, ay, ... dy, | b
A0 =)= | O - (5.7)
0 a,y ... a;'m I b;;.
Der Formalismus lautet nun fiir jede Spalte k =1,...,n,
1. Spaltenpivotsuche: Ermittle ein Pivotelement] || = max,, |amk| #
0, i,m =k, ..., n. Falls nicht vorhanden, ist A singulér: Stop!

Lpivot, franz., engl. Zapfen, Tiirangel
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2. Bilde Matrix [fl, 1_7] ®) Qurch Vertauschen der Zeile ¢ mit k.

3. Subtrahiere fiir j = k+1,...,n das lj; := a;,/ars-fache der k-ten Zeile
von der j-ten Zeile. Mit Notation als Zeilenvektor also:
(@, |05)® = (a@.]b;)*) — Ly, - (Grs|bi)®), wobei fiir die ersten k Elemente
ay=0,1=1,...,k

Um ein moglichst gutartiges Verhalten zu erziehlen, wird also in der Regel als
Pivotelement das betragméfig grofite Element unter der Diagonalen gesucht.
Man kann dabei die Schritte 2 und 3 als Matrixmultiplikationen auffassen mit
der Permutationsmatrix durch Vertauschen der Zeile ¢ mit k£ der Einheitsmatrix

1
0
1
0 0 1
1 0
P = : - (5.8)
0 1
10 0
1
0

1

mit der Inversen (P*®)~1 = P®) und einer unteren Dreiecksmatrix G*) mit
hochstens einer von der Einheitsmatrix verschiedenen Spalte (auch Frobenius-
matriz genannt)

1 1
0 . 0
Gk .— L (G = L
g1 U1,k
0 : o . 0 : 0
_ln,k 1 ln,k
(5.9)
Die Annulierung der k-ten Subdiagonalelemente erreicht man also mittels
[4,0)®) = g® p® 14, 5] (5.10)
Die vollstandige obere Dreiecksmatrix ermittelt man daher mit
[R,d =[A, 0" =gr-Dpe-  gOphig p. (5.11)

Erledigt man alle Pivotsuchen und Zeilenaustauschungen vorab, so kann man
die vollstindige LR-Zerlegung mit L := ((G"=D)~1. . ((GWM))~! schreiben,
und man sieht sofort

LR = PA. (5.12)
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Das Verfahren kann durch eine zusétzliche Zeilenpivotwahl = Spaltenvertau-
schung erweitert werden, womit eine vollstindige oder totale Pivotsuche er-
reicht wird. Dies entspricht der Multiplikation einer Permutationsmatrix )
von rechts, also

LR = AQ. (5.13)

Bei der Zeilenpivotwahl werden damit aber auch die Positionen des Losungsvektors

x vertauscht, und miissen daher entsprechend registriert werden, um diese Ver-
tauschung vor Ergebnissausgabe wieder riickgéngig zu machen.

Da die Matrizen A oft sehr groff werden konnen, sind speichersparende
Mafinahmen immer sinnvoll. Daher speichert man die Elemente von R und L
an den entsprechenden Stellen von A durch Uberschreiben. Die Diagonale von
L, die durchgehend mit 1 besetzt ist, kann dabei gespart werden. Allerdings
sind Buchhaltervektoren notwendig, die die Zeilen- und Spaltenvertauschungen
speichern.

Dreieckszerlegungen sind von kubischer Komplexitit: O(n?); genauer, man
benétigt N3/3 Operationen. LR-Zerlegungen kann man daher auch effizient
zur Berechnung der Determinante von A verwenden, verglichen mit dem in
der Linearen Algebra gelehrten Entwicklungssatz von Laplace, welcher von
der Ordnung O(n!) ist. Man erhélt wegen det(P) = £1, det(L) =1

det(PA) = £det(A) = det(R) = ﬁr“ (5.14)

Beispiel (aus Stoer)

3 1 6 T 2

2 1 3| (2] =17

11 1) \ay 4

316 | 2 3 1 6 | 2
~ | 2/3 1/3 —1 | 17/3 3 1.6 |
> 13 | 7| 71z 2 -1 | wogs| 7\ M3 230 1
111 | 4 - 2/3 1/2 -1/2 |

wobei die Pivotelemente durch Unterklammerung und die Elemente von L
durch Fettdruck markiert sind. Das gestaffelte Gleichungssystem lautet daher

3.1 6 1 2
0 2/3 -1 x| = [ 10/3
0 0 —1/2) \ay 4

Als Losung ermittelt man
x3=—8, ,x3=3/2(10/3+x3)=—7, x1=1/3(2— 129 — 623) =19.
Das Gleichungssystem PA = LR lautet somit

100\ /316 1 0 0\ /3 1 6
00 1)f213]=(1/3 1 offo 23 -1
010/ \111 2/3 1/2 1/ \o 0 -1/2

10/3
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5.2 Choleskyverfahren

Das Problem (5)) soll nun unter der Annahme des Spezialfalles gelost wer-
den, dass A eine symmetrische und positiv-definite Matrix ist. In geophysika-
lischen und meteorologischen Anwendungen tritt dieser Fall besonders hiufig
auf, wenn A Kovarianzmatrizen bezeichnen, die grundsétzlich diese Eigenschaf-
ten besitzen

Definition 5.1 Eine reelle (komplexe) n x n-Matriz A heifit positiv definit,
falls gilt

a) A= AT, (A= AH), also A ist eine symmetrische (Hermitesche) Matrix,
b) 2TAx >0 (2% Az > 0) Ve € R" (x € C"), 2 #0

A = AT heifit positiv semidefinit, falls 27 Ax > 0 gilt. (Analog fiir Hermitesche
Matrizen.)

Es gelten nun folgende zwei entscheidende Sétze

Satz 5.2 Matriz A € R™" sei symmetrisch und positiv definit. Dann gilt:
a) ak < ay-ap Vi#k .

b) Das absolut grifite Element der Matriz liegt auf der Diagonalen.

Satz 5.3 Matriz A € R™" sei symmetrisch und positiv definit. Dann gibt es
genau eine linke untere Dreiecksmatrixz L mit positiven Diagonalelementen, so

dass
LL" = A (5.15)

Man kann zeigen, dass der folgende numerisch stabile Algorithmus zur Bestim-
mung von L gilt, falls |ai1| > eps:

1. Setze l11 := y/aq1 .

2. Fir k= 2,...,n berechne
Ik = am/ln

3. Fire=2,...,n:
setze s :=a; — >
Falls s > eps
li; = \/Zs) sonst Abbruch.
Firk=i+1,....,n

lii

i—1 l2
m=1"im *

Die Komplexitiit des Verfahrens besteht aus n3/6 Operationen, zuziiglich Be-
rechnung von n Quadratwurzeln. Man kann die Zerlegung auch wurzelfrei auf-
teilen mit A = LDL”, wobei die Diagonalelemente von L : [; = 1 und
Diagonalmatrix D die mit s berechneten Werte aufnimmt.

2Falls eine Kovarianzmatrix nur positiv semidefinit ist, ist das zu l6sende System redu-
zierbar, bis die Bedingung erfiillt ist.
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5.3 Fehlerabschitzung

Wie bekannt diirfen umerische Losungen  des Gleichungssystems Ax = b in
der Regel nur als Ndherungen der wahren Losung x betrachtet werden. Zur
Beurteilung der Losungsqualitdt und des Fehlers Az = x — & wird ein skalares
MaSB eingefiihrt, d.h. eine Norm ||o|| im R™ oder C™ mit (hier im allgemeineren
komplexen Fall)

lo|| : C* = R, (5.16)

die als reelles Mafl eine Grofle eines Fehlervektors bezeichnen soll.
Folgende Eigenschaften definieren eine Norm:

Definition 5.2 Fine Abbildung ||of| : C" — R ist eine Norm, wenn folgende
FEigenschaften erfillt sind

a) ||z|]| >0VeeC", x#0,
b) |lazx| = |a|||z|| V2 € C*, a € C (Homogenitdit),
c) |lz+yll <|z|l + ||yl Yx,y € C* (Dreiecksungleichung).

Beispiel 5.1 Beispiele fiir Normen sind

a) Buklidische Norm: |||, := VaHz = /ST [v:]?
b) Mazimumnorm: ||z|| := max; |z;| .
Von einer Matrixnorm wird fiir Matrizen A € C™*™ analog verlangt
a) ||Al| >0VA#0, AeCm*m,
b) [laAll = [af | A]l (Homogenitét),
c) ||[A+ B| < ||A|l + ||B]| (Dreiecksungleichung).
Zwei weitere Begriffe:
Definition 5.3 Fine Matriznorm ||o|| heifit

a) mit den Vektornormen |[[o||, auf C" und [|o]|; auf C™ vertréglich, wenn

[Az]l; < [[A[l =]l Yz eC",

b) im Falle quadratischer Matrizen A € C"*" submultiplikativ, wenn
[AB|| < ||A[l [|B]| VA, B € C™.

Beispiele fiir Matrixnormen sind

Beispiel 5.2 a) Schur-Norm: ||Allp = /> 5= lai|* (submultiplikativ),

b) Mazimumnorm: ||A| = max |a;k| (nicht submultiplikativ),
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c) Zeilensummennorm || Al = max; Y ,_, |aix| (submultiplikativ).

Fiir theoretische Betrachtungen ist noch die Grenzennorm interessant

A
lub(A) := max | Az]
20 ||

(5.17)

Definition 5.4 Unter der Kondition einer requldren Matrix A zu einer Ma-
triznorm ||o|| versteht man das Produkt cond(A) := ||A| [|A7!]].

Die Kondition von A ist ein Maf} fiir die Empfindlichkeit der Losung z auf
Anderungen von b.

Wir nehmen fiir das Folgende an, dass |z| eine beliebige Vektornorm,
aber ||Al| eine damit vertrégliche und submultiplikative Matrixnorm ist. Wir
betrachten zunichst den Einflu von Anderungen von b bei der Losung des
Gleichungssystems Az = b. Es gelte

A(z + Az) = b+ Ab. (5.18)

Als Folge der Linearitit und Regularitit findet man Az = A~'Ab mit der
Abschétzung

[Az]| < [|A7H]| [|Ad] (5.19)

Im Kontext der numerisch nur gendherten Losung Z kann man das Residu-
um r der Losung als kiinstliche Abénderung von b infolge Losungsfehlers Ax
auffassen:

r(Z) =b0— A% = A(xr — &) = AAx = Ab (5.20)

Weil Az = b — r(Z) exakt gilt, findet man
1Az]] < [|ATH[ - @)1 (5.21)

Da ferner infolge Vertriiglichkeit gilt [|A[| [|z|| > [[b]|, folgt fiir die relative
Anderung
| Azl

]

A8 |AD]]

Uber das Problem der Stabilitit numerischer Losungen linearer Gleichungen
kann man auf das analoge Problem bei noch zu behandelnden Ausgleichs-
rechnungen hinweisen, in denen b oftmals Messungen reprisentiert. Bei grofler
Kondition cond(A) hingt hier das Ergebnis kritisch von den Messfehlern ab!
Eine Losung dieses Problems steht im Zentrum der Ausgleichsrechnung.

Es besteht auch die Maglichkeit, den Einflu von Anderungen an der Matrix
A auf die Losung x zu untersuchen.
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5.3.1 Skalierungen

Bei der Pivotsuche zur Elimination wie in (5.7)) wurde das absolut grofite Sub-
diagonalelement |a;;| = max,, |ame] # 0, i,m = k,...,n der k-ten Spalte
ermittelt. Dies dient, wie oben dargelegt wurde, allgemein der Minimierung
von Rundungsfehlern. Im strengen Sinne gewéhrleistet dies nur, dass bei re-
guldren Matrizen kein vorzeitiger Abbruch des Algorithmus erfolgt. Dass die
Rundungsfehlerproblematik gleichwohl weiterbestehen kann, sieht man an fol-
gendem (Stor entnommenem) Beispiel. Gegeben sei die Gleichung

0.005 1\ [z 0.5
()6 (%) 629
welche die exakte Losung x = 5000/9950 = 0.503...,y = 4950/9950 =
0.497 ... besitzt. Wahlt man ohne Pivotsuche a;; = 0.005 als Pivotelement,

(W0 e

so ergibt eine 2-stellige Gleitpunktrechnung das Ergebnis y = 0.5, =z = 0.
Wihlt man dagegen as; = 1 als Pivotelement, so erhilt man mit ebenfalls

2-stelligen Rechnungen
1 1\ (=x 1
(0 1) G) =) 62

das Ergebnis y = 0.50, = = 0.50. Erwartungsgeméf ist die Genauigkeit deut-
lich grofler.

Nun kann man aber das gleiche Geichungssystem (5.23]) umskalieren oder
umskaliert formuliert haben, etwa duch andere physikalische Einheiten. Dies
dndert nichts an der Losung. Formal geschieht dies durch Multiplikation von

(523) durch eine Diagonalmatrix D von links DAz =: Az = Db =: b.

Sei hier D := (200 0

0 1). Zwar hat man nun mit

IO e

ein ay; = 1 als Pivotelement, als Losung erhélt man jedoch wieder wie im Fall
(524)) das Ergebnis y = 0.5, x = 0 ! Das Kriterium |a;| = max,, |ami| #
0, i,m = k,...,n kann also nur von heuristischer Natur sein. Gleichwohl ist
die Nutzung von Skalierungsmatrizen sinnvoll, insbesondere wenn auch Spalten
umnormiert werden. Im allgemeinen Fall lautet dann die Gleichung

DiAD,Dy e = Dib = Ay = b, (5.27)

wobei A 1= Dy AD,, y := D, 'z. Insgesamt muss die Beobachtung festgehalten
werden, dass Skalierung und Pivotsuchstrategie nicht unabhéngig voneinander
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angewandt werden sollen. Als praktische Regel gilt:
Die Wahl von Dy, Dy soll so sein, dass fiir alle Zeilen und Spalten i,1 =
1,2,...,n von A angenéhert gilt

k=1 j=1

Matrizen mit dieser Eigenschaft heiflen equilibriert. Allerdings ist eine Bestim-
mung der Matrizen Dy, Dy, die die Bedingung (B.28)) erfiillen schwierig. W&hlt
man Dy = [, Dy = diag(sy, ..., S,) mit

si=1/) " |aul, (5.29)
k=1
so erreicht man fiir A := D{AD,
D lawl =1, i=1,....,n. (5.30)
k=1

In der Praxis wird dann nicht die Matrix A explizit aufgestellt, sondern wird
fiir den Schritt AU~Y — AU eine mit s, gewichtete Pivotsuche durchgefiihrt,
wobei Zeile r > j so bestimmt wird, dass

\agfl)] S = max \a,ﬁfl)\ s; # 0. (5.31)

5.4 Die Dreieckszerlegung nach Householder

Obwohl durch die Pivotsuche Rundungsfehler reduziert werden kénnen, wer-
den bei jeder Matrizenmultiplikation in (B.II) neue Fehler eingefithrt. Die
Empfindlichkeit der Lésung z von den Zwischenmatrizen [A,b]"*) ist durch
cond(A®)) = [[A® || [[(A®))~L|| gegeben, denn der Rundungsfehler e*), den
man beim Ubergang zum System [A,b6]*) = G® P® [A4 5]*Y begeht, wird
dabei um den Faktor cond(A®)) verstirkt. Dabei gilt mit (5.22)

i
L

A _

el

¥ cond(AM). (5.32)
0

el
Il

Indizieren wir die Ausgangsgleichung mit 0, so ist schon bei einem Schritt
[A,5)® mit cond(A®) >> cond(A©) die Gutartigkeit des Losungsverfahrens
verloren.

Ziel ist es nun, als Ersatz fiir die GauBzerlegung mittels G*) P*) ein Kon-
struktionsverfahren fiir Transformationsmatrizen Q® zu finden, welches die
Konditionszahl der cond(A®) nicht weiter wachsen li8t. Dies gelingt mit der

)
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Householdertransformation, wobei die Euklidische Norm und ihre vertrégliche
Grenzennorm

T AT
lub(A) = max /T A

240 xTx

(5.33)

herangezogen werden. Haben wir etwa eine unitire Matrix U, also UTU = I,
so bleibt bei Multiplikation mit A wegen

lub(A) =  Tub(UTUA) < Tub(U")lub(UA) =  lub(UA)
< Wb(@) ub(A) = Iub(A)  (5.34)

die Matrixnorm lub(A) erhalten.
Die Frage ist, ob wir mittels dieser Transformation () zu einer Zerlegung

A=QR (5.35)

gelangen, die gleichzeitig unserem Ziel entsprechend, die Losung der Ausgangs-
gleichung Az = b auch noch erleichtert. In der Faktorisierung (5.35]) kénnen
wieder die zeilenweisen Eintrége einer Spalte von R als die Koeffizienten gedeu-
tet werden, mit denen die Spalte ¢ von A durch Linearkombinationen aller Spal-
ten von () dargestellt werden. Die erwiinschte Erleichterung erhélt man mittels
Abbildung der Teilspalten von A auf "kanonische” Achsenvektoren (=Einheits-
vektoren). Lineare Abbildungen, die die Matrizennorm invariant lassen, sind
Drehungen und Spiegelungen. Die Idee der Householdertransformation ist es,
Teilspalten von A so an einer Hyperebene W zu spiegeln, dass R eine obere
Dreiecksmatrix ist, wobei die Transformationsmatrix ebenfalls leicht zu inver-
tieren ist.

Sei w der Vektor der Lénge 1, der senkrecht auf W steht. Eine Spiegelung
an W erreichen wir mit der Transformationsmatrix

Quw =1 —2ww”, wobei ww =1, w e C". (5.36)
Folgende Eigenschaften zeichnen diese Matrix () aus: sie ist
e symmetrisch

QN = 1" —2(ww”) =T —2ww” =Q (5.37)

e orthonormal

QTQ =0Q* = (I —2ww")(I —2ww’) = I — 4ww” + 4ww'ww” =1,
(5.38)

e und damit also auch involutorisch, also selbstinvers Q% =TI .

Der Spiegelungsvektor w ist nun so zu bestimmen, dass der erste Spaltenvek-
tor a von A auf ein Vielfaches k£ des ersten Achsenvektors e langeninvariant
gespiegelt wird:

Qua = a — 2(wha)w =: ke. (5.39)
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Wegen der Orthonormalitét gilt & = £ ||a||. Damit erhdlt man als normierten

Spiegelungsvektor
a+ ke

 lla+ kell”
wobei man aus Stabilitdtsgriinden das Vorzeichen so wahlt, dass der Nenner
am grofiten ist. Dies bestétigt die Probe

w

(5.40)

(a + ke)(||al|® + kae)
lal|* + 2kae + k2 |le]|?

(llall® + kae)
|a||® + 2kae + k2 ||a||®

Qua =a— 2w a)w =

= a—2(a+ ke)
= —ke

Wir wihlen nun den ersten kanonischen Einheitsvektor e; := e. Spaltenvektor
a wird nun zerlegt in seine erste Komponente und die restlichen Komponenten
T H2

a =: (ay,a)7, also |ja|| = y/|a1|* + ||@||*, wobei nun das Vorzeichen von k

durch jenes von a; bestimmt wird. Der unnormierte Spiegelungsvektor u, also
die Richtung von w ist dann

u = a+sign(ay) ||al| er = (sign(ay)(Jai| + ||al),a)" . (5.41)
Die zugehorige Normierung errechnet man zu

la + Kes || = /2 flall (lall + laa]) =: 1/8 (5.42)

Die Householdertransformation erfolgt nun in der folgenden Weise: Zu je-
der, auch singuldrer Matrix a € R™*" existiert nun eine Zerlegung

A=QR (5.43)

mit einer orthogonalen Matrix ) und einer rechten oberen Dreiecksmatrix
R. Bei dieser wird die Matrix A" := A durch Multiplikation mit Matrizen

JT,j =1, ...,n—1 in einer Sequenz von n—1 Schritten in eine Matrix R := A™
umgewandelt. Wir setzen hierzu Qf, j=1,...n—1

I,y O —~ 4 4
QT — ( j—1 ) mlt Q":]Z“ c R(’ﬂri’l*ﬂ)X(ﬂri’l*j) —_— QZ-' c Rnxn. (544)

) 0 G
— 1
T = Ly — Buul, mit g;:= . ,(5.45)
: T T lla@ls - (jaf”| + la)])
sgu(ay”) - (|af”] + [la?]l2) o)
o9 . 4
uj = : a =1 : |, (5.46)
: (4)
oY) Un,j
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Dann fahrt man fort mit

AP — QlTA(l)
AD = Q0% = Q;QrAY

AW = QILAMT = = QI QL QIQT AW,
R or A

Komplexitidt FEs kann gezeigt werden, dass die Anzahl der Operationen des
Verfahrens fiir A € C"*" von der Ordnung %n?’ betragt. Handelt es sich um
eine m x n-Matrix, mit m >> n, so ist die Komplexitit 2n? - m.

5.5 Grofle lineare Gleichungssysteme

5.5.1 Allgemeine Iterationsverfahren

Grofie lineare Gleichungssysteme (etwa O(n) > 107 bei meteorologischen Mo-
dellen) entstehen in der Regel aus der Diskretisierung partieller Differntialglei-
chungen. Die hierbei aufgestellten Matrizen sind {iblicherweise diinn besetzt
(engl. sparse), d.h. die Anzahl der Elemente # 0 wéchst etwa linear mit der
Anzahl der Zeilen/Spalten, und nicht quadratisch. Oft liegt eine Bandstruktur
der Matrizen vor, wenngleich die Bandbreite erheblich sein kann. Auch inner-
halb des Bandes sind oft viele Matrizeneintrage = 0. Die Verwendung bisher
behandelter Verfahren verbietet sich aus 2 Griinden:

e Die enstehenden ”Zwischenrechnungsmatrizen” zerstéren die diinne Be-
setzung und die dadurch entstehende hohe Anzahl der Operationen ist
nicht mehr effizient behandelbar.

e Der benétigte Speicherplatz steht (oft im Kontext mit weiteren Rech-
nungen) nicht zur Verfiigung.

DerLosung grofler linearer Gleichungssysteme liegt zumeist ein Iterationsver-
fahren zu Grunde, bei dem, ausgehend von einem Startvektor (9, eine Folge

von Vektoren
2@ — M 5 2@ 5 2@ (5.47)

erzeugt wird, die gegen die Losung = konvergiert.

Wir beginnen wieder mit dem Gleichungssystem (5.]), dessen exakte Losung
im nichtsinguldren Fall formal x = A~!b lautet. Mit Blick auf das allgemeine

Iterationsschema ‘ .
2D = a(2), i=0,1,... (5.48)

wihlt man eine geeignete nichtsinguldren Matrix B zu der Umformung von

(510 nach
Br+ (A— B)x =b, (5.49)
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um die Iterationsgleichung
Bz (A - B)z® =b (5.50)
zu konstruieren. Explizit lautet nun die Iterationsvorschrift
) = 20 — B Az —b) = (I — B7*A)z + B~ 'b. (5.51)
Die Leistungsfahigkeit des Verfahrens (5E51]) héngt davon ab, ob

e das Gleichungssystem (B.50) leicht nach (B.5]]) auflésbar ist, also die In-
verse von B leicht zu ermitteln ist, und

e zur schnellen Konvergenz die Eigenwerte von I — B~'A moglichst kleine
Betrige haben.

Von Bedeutung sind die folgenden Beispiele: Zunéchst wéhlen wir als Zer-
legung von A

A=D—FE —F, (5.52)
wobel
a1 0 0 0
D= c R (5.53)
0 Qnn pi .. Gpp-1 0
0 a1 ... Q1
F=—| : . (5.54)
: - anfl,n
0 . 0
Ferner sei

L:=D'E, U:=DF, J:=L+U, H:=(I-L)'U (555)
Man erhélt dann folgende Verfahren:

1. Gesamtschritt- oder Jacobi-Verfahren
Setze
B=D,=1-B'A=BYE+F)=J. (5.56)

Als Iterationsvorschrift erhélt man somit fiir a;; # 0

2 = (bj —Zajkx,@) Jaj, j=1,2,....n, i=0,1,... (5.57)

k#j
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2. Einzelschritt- oder Gauf3-Seidel-Verfahren
Man setzt
B:=D—-FE = (5.58)

I-B'A = I-D-EYYD-E—-F)=(D-E)'F
= (D-DD'E)y'F=(I-L)'D'F=H,
\T/ \T/

so dass man fir (5.50) erhalt

S apal ™ bayel > apal) = b, j=1,2,...m, i=0,1,...
k<j k>j

(5.59)

3. Das Iterationsverfahren kann man auch nutzen, um die angesammelten
Fehler in Falle von Gauflelimination zu entfernen. Dabei ist dessen Er-
gebnis z(?) bereits eine gute Niherung. Damit gilt auch die angeniherte
Dreieckszerlegung B = L - R ~ A, wobei diese Zerlegung uns eine gute,
leicht zu invertierende MatrixB liefert.

Fiir (550) erhélt man dann
Bz — 20y = 0 .= p — Az, (5.60)
Mit u@ := R™'L~'r® erhilt man
g = 2@ 4 (0, (5.61)

wobei 1) mittels B . _

in bekannter Weise berechnet werden kann. In der Regel geniigen we-
gen der guten Anfangsniherung z(¥) nur sehr wenige Iterationen. Aller-
dings erhélt man aber aus dem gleichen Grunde sehr kleine, und durch
Ausloschung in ihrer Genauigkeit gefihrdete Residuen 7 = b — Az®.
Diese berechnet man daher zweckméfligerweise mit doppelter Genauig-
keit.

Konvergenz Die Frage der Konvergenz ist bisher offen gelassen worden.
Hierzu definieren wir den Spektralradius einer Matrix.

Definition 5.5 (Spektralradius) Sind \; die Eigenwerte von A, so bezeichnet
man mit

p(A) := max |\ (5.63)

1<i<n

den Spektralradius von A.

Es gilt der folgende Satz
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Satz 5.4 Der Algorithmus (2.50) ist genau dann konvergent, wenn

p(I —B'A) < 1. (5.64)
Dabei ist die Bedingung

lub(I — B'A) < 1 (5.65)
hinreichend.
Dieses Ergebnis stellt die Verbindung zum Fixpunktsatz der Analysis her, setzt

aber zur Anwendung die aufwéndige Berechnung der Eigenwerte oder Gren-
zennorm voraus. Ein einfacher Nachweis der Konvergenz ist aber moéglich, denn

es gilt:

Satz 5.5 1. (Starkes Zeilensummenkriterium) Das Gesamtschritt- und Ein-
zelschrittverfahren ist konvergent fiir alle Matrizen A mit

jai| > law| i=1,2,...n. (5.66)
ki

2. (Starkes Spaltensummenkriterium) Das Gesamtschritt- und Finzelschritt-
verfahren ist konvergent fiir alle Matrizen A mit

itk

5.5.2 Das SOR-Verfahren

Obwohl schérfere Voraussetzungen an die Matrix A erfiillt werden miissen,
ist in der Praxis jedoch das Succesive Over-Relaxation-Relaxationsverfahren
(SOR-Verfahren) bedeutender als das Jacobi- oder GauB-Seidelverfahren, da
in vielen typischen Anwendungen diese Voraussetzungen erfiillt werden. Die
Grundidee ist, die Matrix B derart von einem skalaren Parameter w abhingig
zu machen, dass der Spektralradius p(I — B™'(w)A) moglichst klein ist. Rela-
xationsverfahren verwenden folgenden Ansatz

B(w) = éD(I —wl), (5.68)

also im Ansatz das GauB-Seidelverfahren fiir w = 1. Wir haben dann

1
B(w)— A :;D(I ~wD 'E—wl+wD 'E+wD™'F)
L U

1
:;D((l —w)I +wU). (5.69)
Damit 1488t sich nun fiir den Spektralradius der Matrix

H(w):= (I - B wA) =1 —-wL) ™" ((1 —w) +wl) (5.70)
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zeigen, dass fiir beliebige Matrizen gilt
p(H(w)) = w—1], (5.71)
sowie fiir positiv definite Matrizen A
p(Hw) <1l VO<w<2. (5.72)

Die Angabe eines optimalen wj ist allgemein nicht méglich. Fiir eine be-
stimmte Klasse von Matrizen kann man jedoch genauere Angaben machen.
Matrizen, bei deren Zerlegung die Eigenwerte der Matrizen

J@)=aL+a 'U, a#0 (5.73)
von « unabhéngig sind, heiflen konsistent geordnet. Es gilt nun der Satz

Satz 5.6 (Young, Varga): Sei A konsistent geordnet, die Figenwerte von J €
R™ "™ und p(J) < 1. Dann gilt

“ =TT o (5.74)

und

N 0 Y
p(H (wp)) = wy 1—<1_ 1—p(J)2>. (5.75)

Dabei gilt fiir w

i fw-1 fiir  wp <w <2
p(H(w)) = { 1—w+1/202%p(J)? +wp(J)y/1 —w+ 1/4w2p(J)? fir 0<w <w,
(5.76)

Wegen des Verlaufes der Kurve sollte man einen eher etwas zu groflen als zu
kleinen Parameter wahlen.

5.6 Mehrgitterverfahren

Fiir spezielle Anwendungen gibt es Loser, die wesentlich leistungsfahiger sind.
Gleichungssysteme, die bei der Losung elliptischer partieller Differentialglei-
chungen, die wir im letzten Kapitel kennen lernen werden, auftreten, sind ein
héufig genanntes Beispiel. Da Potentialgleichungen zu diesem Typ gehoren,
treten sie in geophysikalischen Anwendungen, aber auch bei impliziten Losern
als Teilaufgaben meteorologischer Anwendungen immer wieder auf. Mehrgit-
terverfahren bieten hier in der Regel die besten Methoden, dasnumerische Pro-
blem zu 16sen.

Um klarzustellen, das wir hier keine allgemeine lineare Gleichung (B.1])
l6sen, sondern ein Gleichungssystem, welches einen elliptischen Operator £
diskretisiert, schreiben wir

Lu=f (5.77)
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Als praktische Anwendung kann man etwa unter £ den Laplaceoperator V2 =
A verstehen, u ist das Potentialfeld und f eine Ladung oder Masse. Wie spater
noch eingehender zu beschreiben ist, 16sen wir dies Problem auf einem Gitter,
welches einer Diskretisierung eines physikalischen, anschaulichen (nicht mathe-
matischen) Raumes entspricht. Wir wéhlen die Maschenweite h. Dann kann
man die Gleichung (B.77) dann ”diskretisiert schreiben

Lypup, = fn (5.78)
Eine Ndherungslosung @ von (5.78]) habe dann den Fehler
vy = up, — Up, (5.79)
mit dem Residuum (oder auch Defekt)
rh = Lptp — o (5.80)
Wegen der Linearitdt kann man auch schreiben
Lyvon, = —1y, (5.81)

Wollen wir nun tatséchlich diese Gleichung l6sen, so miissen wir uns ein Ver-
fahren auswihlen, welches dies zumindest als Ndherungslosung leistet. Wir
kennen bereits das Jacobi- oder GauB-Seidelverfahren. Eine Niherung £ von
L ist etwa der Diagonalteil von £ mittels des Jacobiverfahrens oder die untere
Dreiecksmatrix im Falle des Gauf-Seidelverfahrens

ﬁh’f)h = —Tp. (582)

Wir erhalten damit den Korrekturterm

up = up, + op, (5.83)
Dies kann man nun iterativ 16sen, ohne einen Gewinn gegeniiber anderen
Verfahren zu erzielen. Betrachtet man nun, etwa durch eine Fourieranalyse,
wie die Zwischenlosungen, oder Zwischenfehler ¢ sich zur exakten Losung hin
verdndern, so beobachtet man, dass die "glatten”, also langwelligen Anteile
sich nur sehr langsam verbessern, wéihrend die tinruhigenoder rauhen, kurz-
welligen Anteile sich schnell anpassen. Was ”kurzoder ”langist, wird im Bezug
zur Maschenweite gesetzt. Daher ist es naheliegend, die auf dem Gitter mit
der Maschenweite h als langwellig geltenden Komponenten durch ein gréberes
Gitter als kurzwellige Anteile effizient zu verbessern. Man setzt daher H = 2h
und 16st das Problem zwischenzeitlich auf dem gréberen Gitter. Man erhalt
somit die Gleichung

,CHUH = —Ty (584)

Hierzu muss durch einen ”Restriktions oder Injektionsoperator” (fein-zu-grob-
Operator) R ein dy berechnet werden.

rg = Rry, (5.85)
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Haben wir so die Losung vy auf einem groben Gitter ermittelt, so muss dies
durch einen ”Prolongationsoperator” P wieder zuriick auf ein feines Gitter ge-
bracht werden.

vp, = Pog. (5.86)

Damit kann man dann ein neues @} = 1y, + 0, mit (B.83) berechnen.
Ein Algorithmus mit 2 Gittern lautet dann

1. Berechne ein u;, durch einige Schritte mit dem Einzelschritt- oder Ge-
sammtschrittverfahren mit (.78 — B.83)),

2. berechne das restringierte Residuum r 5 auf dem groben Gitter mit (5.85)),
3. lse (.84)) auf dem groben Gitter,

4. interpoliere die Grobgitterkorrektur mit (5.86]) auf die Fehlerfunktion des
feinen Gitters,

5. berechne die neue Lsung @3 mit (5.83), und

6. berechne erneut u;“* durch einige Schritte mit dem Einzelschritt- oder
Gesammtschrittverfahren.

Diese Prozedur wird nun rekursiv ber mehrere Gitterebenen angewandt. Es
gibt hierbei Varianten, in dem vom feinsten zzum grbsten Gitter und direkt
wieder zurck fortgeschritten wird (V-cycle), oder in dem vor der Rckkehr zum
feinsten Gitter erst wiederholt zwischen groben und mittleren Gitter gewechselt
wird (W-cycle). Die Praxis zeigt daseffizientere Verfahren. Eine Vielzahl von
Varianten der Mehrgittermethode existiert. Hier wird auf die Spezialliteratur
verwiesen.

5.7 Neue Begriffe

Pivotelement, Kondition, Equilibrierung,

5.8 Fragen

1. Welche grundsitzliche Zweiteilung 1&8t sich bei den Losungsverfahren
von Gleichungssystemen vornehmen?

2. Wie berechnet man numerisch effizient die Determinante einer Matrix?

3. Was erfdhrt man aus der Konditionszahl einer Matrix {iber die Losung
des Gleichungssystems?

4. Warum strebt man equilibrierte Matrizen an?
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5. Fiir welche Gleichungssysteme sind die beschriebenen Losungsverfahren
effizient?

6. Welchen nachteilige Wirkung verhindert man mit der Housholdertrans-
formation und was sind die Folgen fiir die Effizienz?
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Kapitel 6

Ausgleichsrechnung

6.1 Vorbemerkungen

Anders als bei wissenschaftlichen Disziplinen, in denen wesentliche Ergebnisse
aus Laborexperimenten folgen, nehmen in Geophysik und Meteorologie Feldex-
perimente eine zentrale Rolle ein. Als Folge gibt es oft Bedingungen, wo inter-
essierende Parameter x1, ..., x, nicht direkt gemessen werden konnen, weil sie
wie in der festen Erde oder in der freien Atmosphére direkten Beobachtungen
nicht zuginglich sind. Seismische Experimente oder Fernerkundungen liefern,
etwa mit Wellenlaufzeiten und Strahldichten, Messungen v, ..., ¥, die indi-
rekt Riickschliisse auf den Erdaufbau oder Atmosphérenzustiande x; schlieffen
lassen.

Beobachtungen und Parameter seien nun unter m verschiedenen Bedingun-

gen zi, k = 1,...,m iiber theoretisch vorausgesetzte oder empirisch ermittelte
Beziehungen f; verkniipft
e = fzrs e, oo xn) = folzy, oo xp), k=1,...,m. (6.1)

Es miissen nun m > n verschiedene Experimente oder unterschiedliche Beob-
achtungen y; vorliegen, um in gewissen Sinne optimale Abschétzungen der Pa-
rameter x1,...,x, zu gewinnen. Das am haufigsten gewahlte Optimalitatsmaf
ist der auf Laplace und Gauf} zuriickgehende mittlere quadratische Abstand

%?Ej@h—h@h“wﬂm? (6.2)

k=
Alternativ kann auch eine Maximumsnorm gewahlt werden, mit der Aufgabe,
den Ausdruck

lrgr}cagﬁ\yk—fk(th,xn)l

zu minimieren. Ist ([62) tiberall stetig differenzierbar, so erhédlt man ein opti-
males x mit der Losung der Normalgleichung
0 & 2 _
aﬂ}:@k—ﬁ@h“qﬁm =0, i=1,....n (6.3)

k=1

61
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6.2 Lineares Ausgleichsproblem
Sind die f; lineare Abbildungen in x, so kann man mit einer Matrix A € R"*"

schreiben
filzy, ... @)
: = Ax. (6.4)
(@1, o @)
Im Kontext der linearen Gleichungssysteme geben wir also die Voraussetzung

auf, dass A notwendigerweise eine quadratische und regulire Matrix ist. Es
wird zwischen den Féllen unterschieden:

Homogene Systeme mit
Ar =0, A e R™™ (6.5)

wobei x = 0 immer eine Losung ist, jedoch nur im Fall m = n und bei re-
guldrem A eindeutig. Andernfalls, mit m < n, gibt es einen Losungsraum
mit unendlich vielen Losungen, oder nur der trivialen Losung.

Rechteckige inhomogene Systeme

Ar =y, Ae R™" yeR"”, zeR" (6.6)

Das Gleichungssystem kann unterbestimmt sein mit der Folge unendlich vie-
ler Losungen, eindeutig bestimmt sein, oder iiberbestimmt sein und gar keine
Losung besitzen. Die Losung des Problems (6.4]) als Ausgleichsproblem bie-
tet sich hier als Ersatz an. Es gibt hier immer eine Losung. Man wéhlt den
kiirzesten Losungsvektor, der bei gegebener Norm eindeutig ist. Idee: Die durch
das unterbestimmte Gleichungssystem gegebene Information wird als Zusatz-
information zu einem a-priori-Wissen herangezogen.

Nur im unterbestimmten homogenen Fall, also Rang(A) = p < n, wo
man in der Regel nicht an der trivialen Losung interessiert ist, sondern an
dem Losungsraum der Dimension n — p, sucht man entsprechend viele linear
unabhéngige Vektoren z;,i = 1,...,n — p, die in der Regel auf ||z, = 1
normiert werden.

Bei der Wahl des mittleren quadratischen Abstandes sind folgende Begriffe
von Bedeutung:

Definition 6.1 1. Die Lésung kleinster Quadrate (least square solution,
Iss) von y = Ax ist jeder Vektor & € R"™ mit

Iy = lly — Azll, = min [ly — Az[l, , (6.7)
. (minimales Residuum )

2. Die Lésung kleinster Quadrate mit kleinster Norm % ist die Losung mit
( Losung kleinster Euklidischer Linge )

7 := [}dl| = min {H:%H Iy — Adll, = min 1y - Axuz} (6.8)
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&

Zur Ermittlung der optimalen Losung fiir den linearen Fall, ausgehend von
der allgemeinen Bedingung (6.3)), erhélt man

V. ((y — Az)"(y — Az)) = 2(AT Az — ATy) = 0. (6.9)

Also erhalt man
AT Ax = ATy, (6.10)

Wir wollen zeigen, dass x genau dann die Losung von (6.I0) ist, wenn x
auch die optimale Losung von

ly — Az|]* = (y — Ax)"(y — Az) (6.11)
ist. Hierzu beweisen wir folgenden

Satz 6.1 Fir das lineare Ausgleichsproblem

min ||y — Az| (6.12)

reR™

a) existiert mindestens eine Losung xqy. Falls eine weitere Losung x, ezistiert,
so gilt Axg = Axy .

b) Das Residuum r :=y — Axq ist eindeutig und es gilt ATr = 0.
c) wg ist genau dann Lisung von mingegn ||y — Az||, falls oy Losung von AT Ax =
ATy ist.

Wegen der besonderen Bedeutung der Ausgleichsrechnung erfolgt hier der

Beweis: Zu A € R™*" gibt es einen linearen Unterraum (Teilraum) L :=
{Az|z € R"} C R™, der also von den Spalten von A aufgespannt ist. Senkrecht
dazu steht der Teilraum L+ := {r|r’z =rTA =0, Vz € L}. Wegen y € R™ =
L ® L* gibt es die eindeutige Zerlegung

=s+r sel, relt (6.13)

Es gibt mindestens ein z, € R” mit s = Axy. Wegen 77 A = ATr = 0, folgt
unmittelbar
ATy = ATs = AT Az, (6.14)

also ist zy die Losung der Normalgleichung.
Umgekehrt gilt fiir jede weitere Losung x; der Normalgleichung die eindeutige

Zerlegung (6.13)).
y=s+r s=Ar, €L, r=y— Ar, € L. (6.15)

daher gilt wegen der Eindeutigkeit ([6.13]) Az = Ax;.
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Optimalitét:
Nimmt man ein beliebiges z € R"™ und definiert man z = Ax — Axg,und r :=
y — Az, so folgt
2

eLt
2 ~ =~ 2 2 2 2
ly = Az|| = "r "= _|| =Irl"+ =" = [[r]I" = [ly — Azo”,  (6.16)
cL

also ist das Optimum mit zy gegeben. <>

Fiir den Fall dass die Spalten von A linear unabhéngig sind, erhélt man mit
ATA € R™" eine symmetrische und positiv definite Matrix. Die Losung
der Normalgleichung kann nun mit dem Choleskyverfahren erzielt werden.
Man beachte, dass die Kondition dieser Matrix = cond(A?), also quadratisch
ungiinstiger als die Matrix A selbst. Daher sucht man in der Regel stabilere
Verfahren.

Formal erhélt man jedoch zunéchst

= (ATA)TATy. (6.17)

6.3 Losung des linearen Ausgleichsproblems
Eines der iiblichen Losungsverfahren und seine theoretische Grundlage sollen
hier skizziert werden. Es gilt der Satz

Satz 6.2 Sei Matrix A € R™"™ vom Rang p. Dann gibt es zwei orthogonale
Matrizen U € R™™ und V € R™", und eine Diagonalmatriz S € R™ "™ mat

UTAV = S oder A=USVT.

Dabei besteht S aus p Diagonalelementen o; > 0,9 = 1,...,p, alle weiteren
sind gleich Null.

S 0

S:diag(al,...,dp,0,~--a0): (O 0

) , S e R (6.18)

Die Diagonalelemente von S heiffen Singularwerte von A.

Die Singuldrwerte sind eindeutig bestimmt, jedoch nicht die orthogonalen Ma-
trizen U und V. Zur Losung gibt es folgenden

Satz 6.3 Sei Matriv A € R™" vom Rang p und A = USVT cine Sin-
gquldrwertzerlegung von A. Es sei ferner d € R™

UTy = d = (Zl> 5 dl 6 Rp, d2 6 Rm_p,
2
und z € R™ mat

z _
Vig=:2= (21), z1 €ERP, zp € R"7P,
2

Ferner sei 21 := S~'d;. So gilt fiir die Losung kleinster Quadrate
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1. Alle Losungen sind bestimmt durch

i=V (zl) . 2 beliebig.

3. Die eindeutige Losung kleinster Quadrate mit kleinster Norm ist gegeben

durch
(o)

Zur praktischen Losung kann man einen Algorithmus von Golub und Reinsch
(1971) verwenden. Das Verfahren besteht aus 3 Schritten. Fiir die Matrix A
wird der Fall m > n gewihlt. (Der anderslautende Fall wird durch entspre-
chende Transformation erhalten.) Die Singuldrwertdarstellung lautet nun

A=U (g) VT, A€ R™" U eR™™ §eR™ VeR™.  (6.19)

Bidiagonalisierung von A: Hierzu wird mit der Householdertransformati-
on H eine besondere Form der Transformation gewéhlt, deren Transfor-
mationsmatrizen so konstruiert sind, dass sie mit ihrer Kondition 1 die
durch A gegebene Kondition nicht weiter verschlechtern. Mit geeignet
gewihlten w € R™ und |lw||, = 1 heifit die symmetrische orthogonale
Matrix H = I — 2ww” Householdermatriz. Dabei erzielt man mit 2n — 1
Householdertransformationen ein

(ﬁ”) = Qul. (QUAV) . H,) = QAH €R™"  (6.20)

mit
q1 €2
g2 -
B: ERan.
€En
4n

Die Transformationsmatrizen @); eliminieren in der i-ten Spalte alle Ele-
mente der i+1-ten bis zur m-ten Zeile. Die Transformationsmatrizen H;
werden so bestimmt, dass in der i —1 -ten Zeile alle Elemente der i+1-ten
bis zur n-ten Spalte verschwinden.
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Singuldrwertzerlegung: Hier soll die Zerlegung
B=USV"

ermittelt werden Diese Teilaufgabe wird im Rahmen der Eigenwertbe-
rechnung behandelt.

Zusammensetzung der Singuldrwertzerlegung: Die im vorangestellten Schritt
gewonnenen Singuldrwerte der Matrix S miissen im negativen Falle mit
—1 multipliziert werden (Multiplikation mit einer Diagonalmatrix). Da-
nach werden die Elemente durch eine Permutationsmatrix geordnet. Das
Zusammenfassen dieser Schritte fiihrt zur Singuldrwertzerlegung

A=USVT, (6.21)

wobei die umformenden Elementarmatrizen zusammengefasst wurden.

6.4 Statistische Interpretation

Das Ausgleichsproblem als Aufgabe zur Parameterbestimmung aus einer Viel-
zahl von Messwerten, wie in Gepophysik und Meteorologie iiblich, folgt aus
einer statistischen Formulierung. Typischerweise sind die y; messfehlerbehaf-
tete Beobachtungen, mit dem Mittelwert & [y;] = p; und der einheitlichen, aber
nicht korrelierten Standardabweichung (Streuung) o. Statistisch gesehen ist y
damit ein Zufallsvektor, der durch ein Modell in Form von Matrix A nur in
statistischen Sinne angepasst werden kann. Es muss daher eine Verbindung zu
den benétigten statistischen Gréflen und den Groflen des Ausgleichsproblems
aufgezeigt werden konnen. Wichtig sind hier im gegebenen Kontext nur Mit-
telwert und Kovarianzmatrix. In Vektornotation erhdlt man Mittelwert und
Kovarianzmatrix

&yl = 1/k; iyﬁ =i,  Elly—wy—w'] =7l (6.22)

Man erhilt damit
Elx] =€ [(ATA)*lATy] = (ATA)*lATS ly] = (ATA)*lATu. (6.23)
Fir die Kovarianzmatrix erhalt man

& [(x = £@))(x — E@))T] = € [(ATA) AT (y — )y — )T A(ATA) ]
= (ATA)TTATE [(y — )y — )] A(ATA)
=o*(ATA)! (6.24)
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6.5 Nichtlineare Ausgleichsprobleme

In den meisten wissenschaftlich interessanten Fillen sind in Gepophysik und

Meteorologie die Verkniipfungen zwischen gesuchten Parametern und Messun-

gen nichtlinear. Es ist daher wichtig, sich von der Einschrénkung der Linearitét

zu losen. Die Annahme, dass die f; in (63) ein lineares System ist, sei nun

reduziert auf die Voraussetzung stetiger Differenzierbarkeit. Wir suchen ein
* *

x* = (x7,...,2}), welches

ly = F@)I* = (e = filwr, - 0)) (6.25)
k=1
minimiert. Sei nun z = (z1,...,z,)’ eine Ndherung des gesuchten Optimums

x* im geophysikalischen und meteorologischen Kontext oft auch a priori, first
guess, oder Hintergrundwert (background value), ggf auch Vorhersagewert (fo-
recasted value) genannt. Dann kann man mittels der Funktionalmatrix oder
Jacobimatrix

oh oA
o1 CTY Oz
Df(&) = | : : (6.26)
Ofm Ofm
Ory "7 Oxn/ gp=¢

mittels Taylorndherung eine verbesserte Stelle z finden mit

win [ly — f(x) — Df(z)(z = 2)|I" = [Ir(z) = Df (@)@ — 2)[|” < [ly = f@)],
(6.27)
mit dem Residuum r(x) ==y — f(x).

Satz 6.4 Gegeben sei s(x) := T —x. So gibt es ein A > 0, so dass die Funktion
o(r) = lly — fx +7s)|”
fiir alle 0 < 7 < X\ streng monoton fdllt und es gilt
o) = lly = fa+As)|” < 6(0) = lly — f(2)II”

Beweis: Aus f(z) stetig differenzierbar folgt auch ¢(7) stetig differenzierbar.
Daher

#(0) = - (o= Fa+73) (g = Fl +75))

= —2(Df(x)s) (y — f(x))
= —2(Df(z)s)r(x) (6.28)

7=0

Das linearisierte Minimierungsproblem (6.27)) entspricht nach Satz (6.1]) der
Normalgleichung
Df(z)'Df(z)s = Df(z)"r(z). (6.29)
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Multiplikation dieser Gleichung von links mit s” liefert direkt
s'Df(2)"r(x) = s"Df ()" Df (x)s = | Df (x)s]’

Daher ist
¢'(0) = =2[|Df(x)s]| < 0.

falls D f reguldr und s # 0. Wegen der geforderten Stetigkeit von f gibt es ein
A>0mit ¢'(7) < 0fir0<7<A. O

Als Losungsverfahren bietet sich nun an, ¢(7) langs des Vektors s(z) zu mi-
nimieren, um alsdann von diesem Linienminimum erneut die Funktionalmatrix
zu berechnen, und eine neue Liniensuche durchzufiihren. Also,

1. fiir einem first guess oder Startvektor #(®) berechnet man die Losung des
linearisierten Ausgleichsproblems

min H’r(i)(a:) — Df(:v(i))sH2

seR”

2. Léangs des Losungsvektors s berechnet man nun fiir ¢(7) := Hy — f(z +750) H2

nach einer geeigneten Folge die Werte ¢(7) < ¢(0). Eine geeignete Weise
ist ausgehend von hohen k£ abwérts das kleinste k£ zu wéhlen bei dem

$(27%) < 6(0) = [|r(=)||” (6.30)

3. Setze (Y = £ 4 2-kg()

6.6 Pseudoinverse

Wir kehren zur linearen Situation zuriick. Im Falle linear unabhéngiger Spal-
ten von A konnte die Losung mit (GI7) eindeutig beschrieben werden. Dieser
Ansatz soll nun verallgemeinert werden fiir den Fall des linearen Ausgleichpro-

blems (6.12))
r=(ATA)TATy. ©17)

Definition 6.2 Fine n x m-Matriz A" heifst Pseudo-Inverse oder Moore-
Penrose-Inverse einer m x n-Matriz A, falls A* folgende Eigenschaften hat

a) ATA=(ATA)T

b) AAT = (AAT)T

c) AATA=A, ATAAT = A"
Es gilt der

Satz 6.5 Jede Matriz A besitzt genau eine Pseudoinverse AT,
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Insbesondere gilt das
Korollar 6.1 Fiir alle Matrizen A gilt AT = A sowie (AT)T = (AT)* .
Es gilt ferner der

Satz 6.6 Sei Matrix A € R™" und ej,j = 1,...,m j-te Spalte der Einheits-
matriz I,,, dann ist AT € R™™ genau dann Pseudoinverse, wenn ihre j-te
Spalte u; den eindeutig kleinsten quadratischen Abstand kleinster Norm von
Au; = e; besitzt.

Ferner gilt

Satz 6.7 1. Der kleinste quadratische Abstand kleinster Norm von y = Ax

st gegeben durch
T=A"y. (6.31)

2. Sei Matriz B € R™™ und Rang(B) = n. Dann ist

BT =B (6.32)

3. Hat A € R™" die Singulirwertzerlequng A = USVT, dann ist die Pseu-
doinverse von A gegeben durch

AT =VvStuT, (6.33)
wobei ST = diag(s;") mit

i

-1 .
v s fallssp>0,i=1,...,p
% { 0  falls s; = 0. (6.34)
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Kapitel 7

Nullstellenbestimmung und
Minimierung

7.1 Problemstellung

Nullstellenbestimmungen und Minimierungsprobleme sind Teil des grofleren
Problembereiches der Optimierung. Die im vorangestellten Kapitel behandel-
ten Ausgleichsprobleme sind ein Spezialbereich. Es gibt viele Gebiet, die geo-
physikalische und meteorologische Studiengebiete direkt betreffen. Hier sind
die fiir Fernerkundungsprobleme typischen Inversionsaufgaben eine offensicht-
liche Anwendung. Daneben tauchen diese Problembereiche oftmals auch als
Teilaufgaben, etwa bei der Losung partieller Differentialgleichungen auf. Auf-
teilungen der Problemklassen kann nach vielerlei Gesichtspunkten erfolgen.
Falls moglich, wird die Optimierungsaufgabe als unbeschrinkte Optimierung
im reellen oder komplexen Zahlenraum vorgenommen, etwa bei der Parame-
teroptimierung, weil hier mit weniger Aufwand bei grofler Methodenauswahl
gearbeitet werden kann. Ist allerdings mindestens ein Parameter beschriankt
bei der Annahme von Wertebereichen, etwa kann er als Konzentration oder
Masse keine negativen Werte annehmen, so liegt ein beschrdnktes Optimie-
rungsproblem vor.

Dariiber hinaus gibt es noch diskrete oder ganzzahlige Optimierungsaufga-
ben. Diese Probleme findet man etwa bei der Frage nach der besten Konfigu-
ration von Beobachtungsstationen. Eine weitere Klasse von Optimierungspro-
blemen betrifft den Fall diskontinuierlicher oder nicht-glatter Systeme, etwa
bei Phaseniibergéngen von Zustdnden. Im Folgenden werden nur Verfahren
zur unbeschriankten Optimierung im Reellen behandelt.

Auch in dieser Problemklasse gibt es keinen idealen Algorithmus. Bei der
Auswahl eines geeigneten Verfahrens sind einige Kriterien zu beriicksichtigen:

Funktionsauswertung Ist eine Funktionsauswertung teuer, und kann nur
wenige Male erfolgen? Und ist die Berechnung der Ableitung méoglich?

Stetigkeit Ist die zu minimierende Funktion stetig oder stetig differenzierbar?

71
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Speicherbedarf Ist die Dimension N des vorliegenden Problems so grof3, so
dass Zwischenspeicherungen nur von der Ordnung N behandelbar sind,
oder kénnen meist rechnerisch effizientere Verfahren angewandt werden,
die einen Speicherbedarf der Ordnung N? beanspruchen?

Gegenstand dieses Kapitels ist die eingehendere Behandlung von Verfahren
zur Losung der Gleichungen (61 [63)), oder Minimierungsprobleme wie (6.2)),
durch iterative Methoden. Ein Vorgriff war der Ansatz (G.30) zur Losung des
nichtlinearen Optimierungsproblems.

Zwei Algorithmengruppen sind geeignet, im unbeschriankten und hochdi-
mensionalen Féillen diese Aufgabe nach Berechnungen der partiellen Ableitun-
gen und Linienminimierungen zu l6sen: Dies sind das Konjugierte Gradienten-
verfahren mit Speicherbedarf der Ordnung N, sowie quasi-Newton-Methoden
mit Speicherbedarf der Ordnung N?, wenn keine Varianten gewihlt werden,
die mit weniger Speicherungen auskommen.

Zumeist 148t sich die Losung von Gleichungen in der Regel auf ein Problem
der Suche nach Nullstellen reduzieren. Dieses Problem lafit sich allgemein be-
schreiben:

Sei f : R™ — R" eine Abbildung von n reellen Funktionen f;(z1,...,x,)
mit
fl(l’l, e ,.f(fn)
: =0  z=(z1,...,2,)". (7.1)
folx1, .. zp)

Explizite Losungen sind hier in der Regel nicht moglich. Der Ansatz lautet
daher, mittels iterativer Verfahren eine Iterationsfunktion ® zu losen, deren
Fixpunkt ¢ Losung von () ist, also ®(§) = £. Hierzu muss @ in einer Um-
gebung von £ stetig sein. Ziel ist es daher, eine in einer moglichst grofien
Umgebung vom Minimum méglichst schnell konvergierende Iterationsfunktion
zu finden.

Auch wenn man nur ein Minimum einer stetig differenzierbaren Funktion
mingegn h(x) mit A : R™ — R sucht, so liefert die Suche nach den Nullstellen
des Gradienten

Oh
o1
glz):=| + | =0 (7.2)
Oh
OTn
das gesuchte Minimum. Die gestellte Aufgabe ist ein Minimierungsproblem
ohne Nebenbedingungen. Im allgemeinen kénnen jedoch m Nebenbedingungen
der Art gefordert werden, dass fiir das Minimum etwa gelte: h(z) < 0, 7 =
1,2,...,m < n. Bei geophysikalischen und meteorologischen Anwendungen
sind héufig positiv definite Groflen zu bestimmen, wie etwa Dichten oder Kon-
zentrationen. Die hierdurch geforderten Losungen gehoren streng genommen
zur letztgenannten Klasse, auch wenn héufig diese Nebenbedingungen nicht
beriicksichtigt werden.
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Eine systematische Methode zur Entwicklung von Iterationsfunktionen kann
man aus der Taylorentwicklung gewinnen. Fiir eine Funktion f : R — R die
in einer Umgebung U(&) der Nullstelle £ mindestens k-mal differenzierbar ist,
lautet mit der Taylorentwicklung die Nullstellenbedingung

F&) = 0=F(a0) + fla)l€ —m) + e a4 (79)
+ AIET +k9,<€ ) (E—z0)F 0<O<1. (7.4)

Damit erhilt man mit der Iterationsfunktion
2+ — q)(a:(i))7 (I)(x(i)) — 0 _ J{’((:;((i))))’ (7.5)

ein Iterationsverfahren 1. Grades, wobei die () die gegen die Nullstelle konver-
gierenden Zwischenergebnisse sind. Dieser Algorithmus wird Newton—Raphson—
Verfahren 1. Grades genannt.

Im Falle von (1)) kann man mit der Schreibweise (6.20]) analog das allge-
meine Newton-Verfahren zur Losung eines Systems von Gleichungen notieren

200 = 20— (Df@®) " f@9), i=0,1,2,... (7.6)

7.2 Quasi-Newtonverfahren

In diesem Abschnitt sollen weiterfithrende Methoden vorgestellt werden, die
bei vielfiltigen praktischen Problemgebieten direkt eingesetzt werden kénnen.
Gegeben sei eine reelle, zweimal stetig differenzierbare Funktion A : R™ — R.
Zu bestimmen sei x € R™ mit

min h(zx) (7.7)

z€R™

Bei geophysikalischen und meteorologischen Anwendungen erwachsen diese
Optimierungsaufgaben typischerweise bei Ausgleichrechnungen zu Inversions-
problemen, Fernerkundungen und der Datenassimilation, wobei der Abstand
zu Messungen durch Parametervariationen vermindert werden sollen. Ublicherweise
sind diese Aufgaben ”schecht gestellt” (ill posed), d.h. die Konditionszahl des
linearisierten Problems ist grof}, und ein Gradientverfahren wie im Falle von
(T6) wird kaum effizient zum Minimum iterieren. Die Funktion h € C?(R")
wird hier dann oft Kostenfunktion (cost function, objective function, penalty
function) genannt. Wir bezeichen ferner den Gradienten von h mit
on ﬂ) L)

ox," " Owy,

grad(h) = grad, h = g(z)" = Dh(z) = <

der am Minimum verschwinden soll (analog zu f(x) beim Newtonverfahren
([C4)) und die infolge der Vertauschbarkeit der Ableitungen symmetrischen
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Hessematrix (Matrix der 2. Ableitungen)

o°h 0h
8:)3% Ct Qx10Tn
H(z) := DDh(z) = Dg(z)" = : : , (7.9)
9%h 9%h
Tonom 0 on

(analog zu D f(z) beim Newtonverfahren (7.6)). In dhnlicher Weise wie beim
Ansatz (630) versucht man mit einer Folge z(*), (!, ... eine lineare Minimi-
sierung lings einer verfahrensabhiingig bestimmten Suchrichtung s*), wobei

gD — ) k) (7.10)

so dass
h(z*1) ~ min ¢ (), dr(a) = h(z™ + as®), (7.11)

Vom Newtonverfahren (.6]) konnte man somit die Newtonsche Suchrichtung
- (Df(x(k)))_l flz®) = —H(2") g, =: s mit a = 1 iibernehmen. In der
geophysikalischen oder meteorologischen Praxis, in der auch n = 107 sein kann,
ist es vollig illusorisch und ineffizient, bei jedem Iterationsschritt eine Matrix
H € R9"197 ;3 herechnen, und dann im symmetrischen Fall etwa mittels Cho-
leskyzerlegung zu invertieren. Gelingt es allerdings, die Matrizen (H (z®)))~!
durch leichter zu berechnende H®) zu ersetzen, so kann der Ansatz weiterhin
sinnvoll seirl]. Mit der Taylorzerlegung g%+t = ¢®) + H(x®))(zF+D) — (k)
und ¢®) = gkt — gk) - plktD) .= gD _ 2(0) erhilt man eine Quasi-Newton-
Gleichung,

D) ( gl g(k)) = 2D _ 2(®) gder gEDGR) = k) (7.12)

falls die gesuchte Matrix H**1) eine leicht zu berechnende, angeniherte In-
verse der Hessematrix H(2z*+Y) ist. Nun kann man insbesondere bei den
oben genannten geophysikalischen Problemkreisen mit typischen Kostenfunk-
tionen von quadratischer Form h(z) = 1/227 Az + bTx + ¢ mit A als posi-
tiv definiter Matrix, (im Allgemeinen die Inverse einer Kovarianzmatrix) so
konstruieren, dass alle H®*) wiederum positiv definit sind. Dieser Vorgang
kann nun auf verschiedene Weisen erfolgen, etwa indem man die schrittwei-
sen Verbesserungen durch Matrizen vom Rang 1 vornimmt, und in diesen die
Information aufnimmt, die man mit jeder Iteration gewinnt. Eine konkrete
Moglichkeit gelingt in der folgenden Weise: Man konstruiert eine "update”-
Funktion H**t) = H® — guu” mit u € R™ zu bestimmender Vektor, a Ska-
lar. Die Schreibweise uu’ bezeichnet eine Matrix des Ranges 1, da alle Zeilen
(Spalten) als Linearkombination einer einzigen der Zeilen (Spalten) dargestellt
werden kénnen. Man setzt nun mit (Z.12)

auulq®) = p®) _ Fk) k)
——

€R

! Achtung: Die Notation der Matrizen (H(z(®)))~" ~ H®) ist etwas verwirrend, aber
entspricht der Konvention
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wobei au”¢® = 1. Hieraus folgt dann fiir die gesuchte Rang-1-update-Funktion

(p®) — H®g®) (pk) — H<k>q<k>)T

gD — g 4
(p*) — HE) gk k)

(7.13)

Als Weiterentwicklung gibt es mit dem DPF-Verfahren einen Rang-2-Ansatz
von (Davidon, Fletcher und Powell), in dem ein weiterer Matrixterm ein-
gefithrt wird H**Y = H®) — quu™ + bvv”: Hierbei werden mit den Ansétzen
avuTq® = p® und bovTq® = —H®¢®) fiir jede Seite der Quasi-Newton-
Gleichung eine eigene Rang-1-Matrix formuliert. Aus dem ersten Term folgt
u=p* = au’q® = 1. Aus dem zweiten Term folgt v = HF ¢ = byg®) =
—1. Damit erhélt man fiir das DPF-Verfahren

PR (pENT  HEG® (R k)T

(k+1) _ 77(k)
Hppp = H™ + <p(k))T(q(k)) (q(k))TH(k)q(k)

(7.14)

Das Verfahren, welches in der Praxis wohl die weitestgehende Bewédhrung
gefunden hat, ist das Rang-2-Verfahren von Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno
(BFGS). Bei der Herleitung wird zunéchst keine Rang-2-Ndherung der Matrix
H®+1 gesucht wie in den beiden vorgenannten Ansitzen, sondern vielmehr
cine Rang-2-Naherung B*+1 der urspriinglichen Hessematrix H (z*+1), wel-
che dann exakt invertiert werden kann: B*+D H*+1D — T Diese Matrix erhilt
man mit
" (g*)T B®pE) (BE)pNT
)R]~ ()T BEpP

Man kann zeigen, dass man die hierzu exakt inverse Matrix erhélt mit

(q(k))TH(k)q(k)> p(k)(p(k’))T (<p(k‘))Tq(k)H(/f) + H(k)q(k)(p(k))T

(pM)Tq® ) (p®)Tg® (p®)Tq®
(7.16)

k+1
B — B (7.15)

k1
Hijlos = H(k)—l-(l +

7.3 Liniensuche

7.3.1 Vorbemerkungen

Im vorangegangenen Kapitel wurden bei der Aufstellung der Gleichung ([.17])
zwei Probleme angesprochen: die Bestimmung einer Suchrichtung s mittels
Inversion der Hessematrix H, bzw. ihre Ndherung, und die Minimierung ldangs
der Suchrichtung s*). Behandelt wurde bisher nur das erstgenannte Problem.
Dieser Abschnitt gilt nun der Suche eines optimalen a mit min, h(z® +as®)),
um ) gemiB (ZI0) zu bestimmen. Eine gute Wahl des Liniensuchalgo-
rithmus ist wichtig, weil damit die Anzahl von Funktionenberechnungen h(«),
der Richtungsableitungen liangs der Minimierungslinie h’(«), und und insge-
samt dann auch Iterationsschritte im quasi-Newton-Verfahren oder bei anderen
iterativen Verfahren, wie das der Kongugierten Gradienten, gespart werden
konnen. Die Strategie der Bestimmung des néchsten Evaluationspunktes ist



76 Nullstellenbestimmung und Minimierung

daher von besonderer Bedeutung. Um nun zur Suche des Linienminimums ei-
ne effiziente Naherungsmethode zu gewinnen, gibt es verschiedene Methoden,
die in der Regel ein Einschliefungsintervall des Minimums ermitteln.

Wenngleich Liniensuchalgorithmen in der Regel nicht programmiert werden
miissen, weil sie mit der Minimierungssoftware verfiighar sind, ist die Kennt-
nis ihrer Strategie sehr von Vorteil, um Fehlermeldungen bei fehlender oder
mangelhafter Konvergenz zu verstehen und Abhilfe zu schaffen.

Vorab sei eine Betrachtung zur erreichbaren Genauigkeit dieses Intervalls
gestellt. In der Ndhe des Minimums b gilt nach Taylor, wenn der Gradient
bereits vernachlédssigbar klein gegeniiber den anderen Termen ist,

h(z) ~ h(b) + 1/2h" (b)(z — b)*. (7.17)

Bei einer bei Gleitkommazahlendarstellung mit minimal darstellbarer Zahl
eps h(b) = h(z) — h(b) < 1/2h"(b)(x — b)? ist eine Abweichung |z — b| vom
Aufpunkt b zu klein, um erfasst zu werden falls

2[h(b)|
|z — b| < \/eps |b| () (7.18)
Somit ist die erreichbare Genauigkeit nur der Wurzel von eps proportional!
Die Liniensuche ist eine iterative Methode, die eine gegen das Minimum
konvergierende Reihe {«;} bestimmt. Dies wurde mit einem einfacheren Ver-
fahren bereits in ([630) vorgestellt. Eine Bedingung fiir die Suche in Richtung
groferer o lautet s g(z® + as®)) < 0.
Es bezeichne nun a®*) das minimale o mit h(z®) + as®)

= k) (also
das gleiche Hohenniveau des nichsten ” Gegenhangs”). Dann « €

h(z!
(0,a®)

7.3.2 Verfahren nach Goldstein und Wolfe-Powell

Die Bedingungen nach Goldstein (1965) in der verkiirzenden Schreibweise
h(a) := h(z® + as™) lauten etwa um o nach oben zu beschriinken

h(a) < h(0) + aphk’(0), <  h(z®) = h(z*) > —apg(z®)Ts®) - (7.19)

wobei die Aquivalenz aus der Definition der Richtungsableitung folgt. Eine
Beschrankung von « nach unten ist

h(a) > h(0) + a(1 — p)I'(0), (7.20)

wobei p € (0,1/2) wihlbar aber fest ist. Bei nicht-quadratischen Funktionen
h(a) kann die Bedingung nach unten (Z.20) das richtige Minimum ausschlieflen.
Daher wurde sie bei Wolfe (1968) und Powell (1976) ersetzt durch

h'(a) > oh'(0) ce(pl) e g@® +as®)s® > gg(a®)Ts®)
(7.21)
In der Praxis wird zumeist die striktere Bedingung gew#hlt

7 (@) < —oh/(0). (7.22)
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7.3.3 Goldene-Schnitt-Suche

Ein Verfahren, welches ohne Ableitungen auskommt bestimmt eine neue Eva-
luationsstelle nach dem Goldenen Schnitt. Zunéchst sucht man ein das Mini-
mum enthaltendes Intervall [a, ¢, etwa ausgehend von [a =0,c= @(k)} weiter
zu verkleinern, welches das Minimum enthélt. Nimmt man weiterhin an, dass
nur ein Minimum léings des Linienvektors s*) existiert, so ist die Existenz ei-
nes b mit a < b < ¢: h(b) < min(h(a),h(c)) eine hinreichende Bedingung
hierfiir. Gesucht wird nun im néchsten Schritt die Entscheidung, fiir welches
x: h(xz) < min (h(a), h(b)) oder h(z) < min (h(b),h(c)). Es gilt
b—a c—0b

, 1l—w= .
c—a c—a

w (7.23)

Nehmen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, fiir einen neuen Eva-
luationspunkt x gelte b < x < ¢ und setzen

xr—0
= : 7.24
2= (7.24)
Es wird nun x so gewahlt, dass
wt+z=1—-w = z=1-2w. (7.25)

Dies bedeutet also dass b —a = ¢ — x. Andererseits soll aber auch (von Schritt

zu Schritt) gelten

z w
= —, 2
l—w 1 (7.26)

Mit (Z25) und (Z26]) erhdlt man nun die quadratische Gleichung
3-+5
2

w—3w+1=0 = w=

~ 0.38197. (7.27)

Insgesamt heifit dies, dass ein Intervall in jedem Schritt von einem kleineren,
maximal der Lange 1 — 0.38197... = 0.61803... ersetzt wird.

7.3.4 Inverse Parabelinterpolation

Die oben vorgestellte Goldene-Schnitt-Methode erzwingt die Konvergenz im
Rahmen der Rechengenauigkeit (ZI8) auch bei sehr ungiinstigem Verlauf der
Kurve in Minimumnéhe. Fiir den Fall dass aber die Umgebung des Minimums
ausreichend glatt ist, kann eine parabolische Anpassung an das Tripel (a, b, ¢)
und Ermittlung der Abszisse dieses Minimums zur effizienten Losung fiihren.
Das Minimum z einer Parabel durch die Werte (h(a), h(b), h(c)) kann explizit
angegeben werden

_ (b—=a)* (h(b) = h(c)) = (b— ) (h(b) — h(a))
2(b — a) (h(b) = h(c)) = (b—c) (h(b) — h(a))
Man kann auch nach Brent (1973) dieses Verfahren mit der Goldenen-

Schnitt-Methode verkniipfen, indem man zunéchst mit letzterem beginnt, und

anhand der gewonnenen Zwischenergebnisse auf geeignete und dort beschrie-
bene Weise die Glattheit und Eignung zur parabolischen Interpolation priift.

rz=1"0

(7.28)



78 Nullstellenbestimmung und Minimierung

7.4 Konjugierte-Gradienten-Verfahren

7.4.1 Konjugierte Richtungen

In vielen Féllen ist die Matrix A schwach besetzt, wobei ein festes Besetzungs-
schema gegeben ist, welches nicht notwendigerweise eine Bandmatrixstruktur
bedeutet. Insbesondere bei der Losung partieller Differentialgleichungen mit
unregelméfBigen Randwerten liegt ein derartiger Fall vor. Hierzu bieten ver-
schiedene Konjugierte-Gradienten-Verfahren (CG) effiziente Losungsmethoden.
Die folgende Darstellung folgt in weiten Teilen der anschaulichen Beschreibung
von Shewchuk, J.S., An introduction to the conjugate gradient method without
the agonizing pain. Technical Report CMU-CS-94-125, School of Computer
Science, Carnegie Mellon University, 1994 (verfiigbar auf web). Wir starten
wieder mit dem System (&), also A € R"™ " zusitzlich aber mit der ver-
einfachenden Annahme, dass A symmetrisch und positiv definit ist. Generell
aber sind diese Verfahren nicht auf diese Vereinfachung angewiesen, wenngleich
dann die Losung am effizientesten ist.
Wir betrachten allerdings die dquivalente Aufgabe: minimiere die quadra-
tische Form
h(z) =1/22" Az — b'x +c. (7.29)

Damit hat man einen konkreten Ausgangspunkt vom Typ (7). Nach der
Ableitung gemif (Z8) findet man

grad h(z) = Az — b= g(x) = —r(z), (7.30)

mit der Losungsbedingung grad A(x) = 0 fiir Gleichung (B.1]). Der Gradient
ist also das negative Residuum r = b — Az = —g an der Stelle . Da der
Gradient nicht notwendigerweise auf das Minimum von (7.29) zeigt, aber bei
einem eindeutigen Minimum, (wie durch quadratische Formen gegeben), sich
dem gesuchten Minimum néhert, nutzt man den Gradienten, um ausgehend
von einem Startpunkt z (o) lings seiner negativen Richtung ein Linienminimum
x(1) zu finden, also

Ty = z(0) — ag(T(0)) = T(0) + ar() (7.31)

(Die Iterationszdhlerindizes werden nunmehr tiefgestellt, da Vektoren nicht
mehr komponentenweise dargestellt werden.) Die Suche nach dem «, welches
h(z()) minimiert, fithrt auf die Richtungsableitung mit der Bedingung, dass
der neue Gradient grad h(z (1)) senkrecht auf dem alten 7 steht

d dx
= ——h(rm(@) = grad h(:p(l))ﬁ

Das Linienminimum z;)ist also dort, wo der neue Gradient g(;) senkrecht auf
dem alten g(o) steht. Damit kann nun mit (Z.31]) o und somit die neue Néherung
x(1) ermittelt werden

0= g{n90) = (Azay — ) 90) = (Alz(0) — ag()) — b) 9(0) (7.33)

0 = grad h(ZE(l))T(O). (732)



7.4 Konjugierte-Gradienten-Verfahren 79

Daher also
(Az o) — )" g910) = @(Ag(0))" 9(0)

Fiir das gesuchte o erhalten wir somit

_ 9090

= = (7.34)
9(0)A9(0)

Die Gradientenmethode lautet somit im Raum des Losungsvektors z, und fer-

ner nach Multiplikation mit A und Subtraktion von b im Bildraum

T(i+1) = T() — Q4)90) (7.35)
9ii+1) = 96) — a@)Ag).- (7.36)

Gleichungen (730 [[34] [739) bilden zusammen die Methode des Steilsten
Abstieges (Steepest Descent), welche ein Minimum in Richtung des negati-
ven Gradienten sucht. Es fehlt also die Ablenkung des negativen Gradienten
in Richtung des Minimums, welche beim Quasi-Newton-Verfahren die inverse
Hessematrix besorgte. Die Folge ist wieder ein umso ausgepragterer Zickzack-
pfad, je grofler die Konditionszahl ist.

Im trivialen Fall, wenn A = cI, ¢ Skalar, weist der Weg entgegen den Gra-
dienten, der ja senkrecht zu den Hypersphéren gleichen Residuumbetrages
7]l = [|—gl| steht, zum Minimum. Es ist lediglich eine Aufgabe der Lini-
ensuche, hier das Minimum zu finden. Eine vergleichbare Situation haben wir
im Falle der symmetrischen und positiv definiten Matrix A nur lédngs ihrer
Eigenvektoren, deren aufwindige Berechnung wir aber vermeiden wollen. (Bei
A = cl ist dagegen jeder beliebige Vektor # 0 Eigenvektor.) Im trivialen Fall
A = ¢l ist ein Auffinden des Minimums bei exakter Liniensuche auch dann
moglich, wenn man parallel zu einem beliebigen orthogonalen Koordinatensys-
tem in entsprechend orthogonalen Suchrichtungen die jeweiligen Linienminima
in n Schritten mittels der Orthogonalitdtsbedingung (7.33]) genau ermittelt.
Es muss dann auch in keiner Suchrichtung (Dimension) erneut gesucht wer-
den. Der Ansatz hierzu lautet mit einer Menge orthogonaler Suchrichtungen
doy: dqrys - -+ din-1)

T(i+1) = T() + Oé(i)d(i). (737)

Fiir den Restfehler e(;;1) soll dann gelten

0= dg)e(iﬂ) = dré)(e(i) + Oz(i)d(i)), (7.38)
welches liefert
Q) = —dz;)e(i) (7.39)
T dyda

Zwar ist der Fehler e(; die unbekannte Grofie, die das Problem l6sen wiirde,
aber bekannt ist r;y = —Ae(;). Nun gilt das Minimumskriterium (Z32) einer
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Liniensuche nicht nur fiir die Richtung des Gradienten grad h(x(p)), sondern
allgemein fiir jede weitere Suchrichtung d;. Daher folgt

d%;)T(iH) = dz;)Ae(i+1) =0. (7.40)

Die folgende Betrachtung verallgemeinert die Minimumssuche von zirkularen
Minima zu elliptischen: Eine geometrische Deutung der Fléachen gleichen Resi-
duums bei der symmetrischen und positiv definiten Matrix A liefert Hyperellip-
sopide, die man sich anschaulich ldngs der Hauptachsen entsprechend des Wer-
tes der Eigenvektoren von Sphéren zusammengedriangt vorstellen kann. Rechte
Winkel 6ffnen oder schlieen sich entsprechend der Driangungsrichtung. Ei-
ne verallgemeinerte Orthogonalitétstransformation ist daher sinnvoll, die eine
entsprechende Orthogonalitét mit transformiert. Zwei Vektoren d;),d; sind
genau dann A-orthogonal oder konjugiert, wenn gilt

0 = dfyAdy) = (A'?d) " AYV2dg) =t L), (7.41)

d.h. nach einer aufwéndigen Transformation ;) := AY 2d(j), die man sich we-
gen Definition der A-Orthogonalitét ersparen kann, herrschten wieder triviale
Bedingungen im Bildraum von A'/2. Die hierzu in der Regel gewihlte Norm
||z|| , wird oft als Energienorm oder Mahalanobisnorm bezeichnet

x| , = Vot Ax. (7.42)

Mit der Definition (7.41]) kann ein Vektor, der A-orthogonal auf dem Minimum
der Suchlinie steht, weiterhin in Richtung des Minimums weisen. Nun kann mit-
tels (C40) fiir o) in (T39) ein entsprechender Ausdruck mit A-Orthogonalitét
darstellen, der bekannte Terme enthélt

dZ)Ae(i) B d%;)r(i)

diyAdyy — dfy Adg

(7.43)

Qi) =

7.4.2 CG nach Heestenes-Stiefel und Fletcher—Reeves

Mit Hilfe von n linear unabhéngigen, aber beliebigen Vektoren ug, uy, ..., U,,
etwa die kanonischen Einheitsvektoren, suchen wir uns nun eine Folge von n
A-orthogonalen Vektoren, deren Linearkombination spéter von (o) zum Mini-
mum fiithren soll. (Spéter ist es sinnvoll, hierzu eine besonders geeignete Wahl
von linear unabhéngigen Vektoren zu treffen.) Ausgehend von dg) := ug setze

i—1
dgi) = u; + Z Bikd k) (7.44)
k=0

Die Koeffizienten 3;; ermittelt man durch Rechtsmultiplikation mit Ad,;

i—1
diyAdy = uf Adg) + ) Bud(jy Adgy), (7.45)

k=0
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wobei die S, fiir i > £ definiert sind. Wegen der A-Orthogonalitéit der d;
erhilt man fiir i > j: 0= u] Adg;) + B;d{; Adyj),
U(i)Ad(j)

By = —— 9 (7.46)
T dfyAdg

Zur weiteren Vorbereitung ist nun zu zeigen, dass d?;)r(j) =0 und u! r; =
0. Sei nun

ey =ag) —x =Y _dudg) (7.47)
-

der Restfehler, der nach j Schritten iibrig geblieben sei, also
rig) =b— Az = b— Alx +eg;) = —Aeg
— Al +9G-ndG-1)
r(-1) = OG- Ad-) (7.48)

damit kann aus einem alten Residuum und der entsprechenden Suchrichtung
ein neuer Gradient berechnet werden.

Nach Multiplikation von (Z47) mit —dg;)A von links, erhdlt man wegen
([C30) und der A-Orthogonalitét der Suchrichtungen ((7.47])

n—1
S Z Sayd(y Adg (7.49)
l=j
diyrgy =0 i <. (7.50)

Die Residuen (und damit auch die Gradienten) stehen also auch senkrecht auf
alle vorherigen Suchrichtungen.

Multipliziert man dagegen (Z.44)) von rechts mit r(;), und trifft nachher die
spezielle Wahl u; = —g;) = 7(;), dann folgt wegen ([Z.50)

0= uiTr(j) = T(i) Gy <7 (7.52)
dg;)T(i) ;‘FT(z) = T‘E‘F)T( ) (7.53)

Wir suchen nun nach einem einfacheren Ausdruck fiir 3;; = T(Y;)Ad(j) / d(Tj)Ad(j)
Hierzu wird zunéchst ((L.48) mit erh6htem Index von links mit 7“6) multipliziert

ry @@ )Gy s Tlrgey =TeTE) — aGrhAdg)
rl)/a 4) falls i = k
mit (T52) : T(I;)Ad(j) = g; a/o—ny fallsi=j+1 (7.54)
0 sonst.

1 OUQ) P — 4
= By = -y df_Aduo falls o =j+1 (7.55)
0 falls 2 > 5+ 1
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Wegen i = j + 1 in (Z55) kann man nach Substitution des inversen ay;_1)
zunéchst mittels (743]), dann mit (Z53) vereinfachend schreiben

TT. T TT T
(i)" (@) (i)' (4
Biiv1 =: By = = : (7.56)
Al yri-1)  ThonTa-1)

Damit sind alle Teilausdriicke berechenbar, und insgesamt lautet das Konjugierte-
Gradienten-Verfahren (CG) nach Fletcher-Reeves nun fiir i = 1,...,n

d(o) =T = b— A%(Q) (7.57)
rlr
()" (@)

i) = 7.58
T(iv1) = T + o) (7.59)
T(i+1) = T(i) — Oé(i)Ad(i) (7.60)

T
Ty T (i+1)
By = D T?i?“(i) (7.61)
dii+1) = ra+1) + Barnyda) (7.62)

Bei quadratischen Funktionen A ist das Minimum nach n Schritten erreicht.
Das vorher von Heestenes und Stiefel (1952) enwickelte Verfahren unterschei-
det sich vom oben gezeigten nur durch die die Bestimmung von a;) nicht durch
(C5]), sondern durch iterative Liniensuche, wie im vorangestellten Abschnitt
fiir verschiedene Methoden beschrieben.

Als wesentliches Merkmal bleibt festzuhalten, dass nur Werte des Iterati-
onszyklus ¢ gegeben sein miissen, um die Entwicklung weiterer orthogonaler
Komponenten ¢ + 1 zu gewéhrleisten, also keine der fritheren j < ¢. Damit
ist sowohl eine rdumliche, d.h. den Speicherplatz betreffende Komplexitét als
auch eine ”zeitliche”, d.h. die Iterationsschritte betreffende Komplexitéit von
O(n?) auf O(n) reduziert. Dariiber hinaus brauchen, etwa im Gegensatz zu den
Eliminationsverfahren, Matrixeintriage, die = 0 sind, nicht ”"angefasst” werden,
also bei etwa m < n Eintrdgen # 0 ist die Komplexitét dann lediglich O(m).

7.4.3 CG-Methoden bei nicht-quadratischen Funktionen

Im Falle allgemeiner, nicht-quadratischer Funktionen h,, ist die Konvergenz
zum Minimum nicht nach n Schritten erreicht. Oftmals wendet man einfach
das Fletcher—Reeves-Verfahren wiederholt an, etwa jeweils nach n oder weni-
ger Schritten. Dabei wird der Neustart eines jeden Zyklus wieder mit einem
Schritt steilsten Abstieges begonnen. Eine Reihe weiterer verschiedener Metho-
den sind fiir den nicht-quadratischen Fall vorgeschlagen worden. Das Verfahren
von Polak—Ribiere hat sich dabei als besonders leistungsfihig herausgestellt.
Dabei wird das Fletcher-Reeves Verfahren weitgehend iibernommen; nur (7.61))
wird ersetzt durch .

g, = raen = r0) T (7:63)

rlyT)
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Hiermit wird im Allgemeinnen eine deutlich verbesserte Konvergenz erreicht.
Allerdings ist die theoretische Ermittlung nach n Schritten nicht garantiert.
In vielen praktischen Fiéllen kann man jedoch mit weniger als n Schritten eine
ausreichende Genauigkeit erreichen.

7.5 Levenberg—Marquardt—Verfahren

Eine in geophysikalischen Anwendungen haufig vorkommende Problemstellung
([T0) ist eine leicht verwandelte Form von Gleichung (6.2]), in der das Differen-
zenquadrat zwischen Messfehler y; und den ”Modellwerten” fy(xq,...,2z,),k =
1,...,m mit der Standardabweichung o; der Messfehler skaliert wird, um mit
minimalem Wert die unbekannten Parameter (z1,...,z,) zu bestimmen.

2
min 1/22 <yk =l ,mn)) =:minh(zy,...,z,). (7.64)

m
o z;
k=1 k !

Diese Summe h(x) wird oft auch Kostenfunktion (cost function, merit functi-
on) genannt. Hiufig wird hierzu als Notation auch y? verwendet, da die Dif-
ferenzen als normalverteilte Zufallswerte interpretiert werden konnen, die der
x*Verteilung folgen (siche MATHMET 2). Das allgemeine Newton—Verfahren
([6)) lautet dann in der Notation von (Z.8]) und (7.9

St . LG+ () _H—1<$(@')>g(x(i))’ i=01,2,. .. (7.65)
Hierbei sind der Gradient mit offensichtlicher Schrittindizierung (7)
@_ Oh — (ke — frlz1, ... w0)) Of
% = o, = ; -2 s (7.66)

und die Hessematrix

o _ Ph N~ [0f0fe O fi
Hy = Ox;0x; Z o? | 0z; Oz (e = Jilrs - ) dx;0x; (7.67)

In der Regel kann man den 2. Term mit der zweifachen Ableitung in den meis-
ten Fillen wegen seiner Kleinheit im Vergleich zum 1. Term vernachlédssigen.
Hinzu kommt, dass die Differenz y, — fr(z) im Bereich des Messfehlererau-
schens ist.

Allgemein erhélt man das Gleichungssystem zur Losung des allgemeinen
Newton—Verfahrens mit (.65])

S HP st = —gP =1, n. (7.68)
=1

Nun hat man zwar mit (Z.64) eine quadratische Form gew&hlt. Andererseits
dndert sich bei nichtlinearen f;, die Hessematrix mit jedem Ort z(®) im Para-
meterraum. Also kann nicht mehr erwartet werden, dass bei schlecht bekann-
ten (¥ die Annahme einer quadratischen Form sinnvoll ist, ja vielmehr sogar
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schidigend wirkt. Dies dndert sich jedoch bei zweimal stetig differenzierbarem
fr in der Néhe des genen Minimums von h(z).

Eine sicheres, aber in der Ndhe des Minimums ineffizientes Verfahren war
bereits mit der Methodik des Steilsten Abstieges ([Z.35]) vorgestellt worden.
Dies lautet hier nun mit einer noch zu bestimmenden Konstanten ¢

5$§i+1) = —cgj(i), j=1,...,n. (7.69)

Die Wahl von ¢ erfordert eine kurze Uberlegung: Ein zu kleines ¢ behindert eine
schnelle Konvergenz, wihrend ein grofles ¢ schnell iiber das Minimum hinaus
weisen la8t. Eine sinnvolle Wahl der Groflenordnung von ¢ kann auf die folgende
”Dimensionsanalyse” gewonnen werden, wenn man annimt, dass h(z) dimensi-
onslos, aber die einzelnen Parameter z; physikalisch dimensionsbehaftet sind.
Sei [a]; die Dimension von z;, dann ist die Dimension des Gradienten [1/a];.

Hieraus folgt dann fiir die Dimension der Konstanten nach (Z69) [¢] = [a]’.
Diesen Wert findet man aber, nach analoger “berlegung, als Inverse auf der
Haupdiagonalen der Hessematrix, also 1/H;;. Um nicht der als grofler ange-
sehenen Gefahr ausgesetzt zu ein, zu grofie Schrltte S0+ auszufithren, wird
ein schrittverkiirzender Faktor A eingefiihrt. Insgesamt kann man dann (Z.69)

umformulieren

520;”1) = _)\(i++)Hjjg;Z)’ oder A(H+D H 5x(z+ g](l), j=1,...,n. (7.70)

Die Grundidee des Levenberg-Marquardt—Verfahrens ist nun, die Newton—
Methode und die des Steilsten Abstieges zu verbinden, wobei letztgenanntes
Verfahren bei grofem Abstand vom Optimum ein dominantes Gewicht erhélt,
aber dieses zugunsten der Newton—-Methode in der Optimumsnéhe aufgibt. Mit
der Linearkombination beider Verfahren erhélt man

ORI i
Hj]: = Hjj: (1+ A9 (7.71)
ay=muy j £l (7.72)

Damit lautet die Levenberg-Marquardt—Formel
Z HY (14 298;) 62" = g% j=1,. (7.73)

mit Kronecker d;;. In der Praxis wird eine Variable vV := N+ . > 0 als
schrittweise adjustierbare Grofle gewihlt, d.h. der Skalenbezug zu Hj; aufge-
geben. In Matrixschreibweise findet man daher oft die Notation

(HD + p01) 204D = @ (7.74)

Die Addition von vV bewirkt eine Verstiarkung der Diagonaldominanz und
positive Definitheit. Sie ist anschaulich gesprochen in gewisser Weise ein ” Si-
cherheitsnetz” beim Abstieg, welches iiber Unregelméfigkeiten und Abwei-
chungen von einer quadratischen Form hinweghilft. In der Nahe des geméf
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Voraussetzung glatten Minimums wird dann der relativ an Gewicht gewinnen-
de Newton-Teil eine bessere Ndherung bieten und schneller konvergieren. Der
folgende Algorithmus verwirklicht die Levenberg—Marquardt—Methode bei ge-
gebenem 2(®) und v und berechnetem h(z(®)),

firi=1,2,...

1. berechne g(x@), H(x®)

2. (falls effizient moglich: ermittle positive Definitheit von (H @ 4O )
durch Faktorisierung. Falls nicht positiv definit, setze v « 40 und
gehe zu 1.)

3. berechne 2"V durch Losung von (74,

4. falls h(z+Y) > h(z®), vergrofere v um etwa eine GréBenordnung und
gehe zu 1.,
falls h(z(+Y) < h(2@), verkleinere v um etwa eine GroSenordnung und
gehe zu 1.

Eine Stopbedingung beriicksichtigt den Fall, wenn weitere Schritte nicht nen-
nenswerten Anderungen von h liefern. Ist H die Inverse einer wohlspezifizier-
ten Beobachtungsfehler-Kovarianzmatrix, sind Anderungen von h << 1 nicht
mehr von Bedeutung.
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Kapitel 8

Eigenwert- und
Singulirwertprobleme

8.1 Vorbemerkungen

Schwingungen und ungestorte Oszillationen sind typische Beispiele, fiir die eine
Formulierung als Eigenwert— (Eigenvektor)problem (EWP) sinnvoll ist. Aber
auch bei symmetrischen Matrizen, insbesondere Kovarianzmatrizen, konnen
durch eine Eigenwert— und Eigenvektorzerlegung wertvolle statistische Merk-
male des untersuchten Systems ermittelt werden. Empirische Orthogonalfunk-
tionen und Principal Component Analyses, Principal Oscillation Patterns, u.&.
Begriffe beschreiben Grofien, denen Eigenwertanalysen zugrunde liegen.

Die Auswahl der Loser fiir effiziente numerische Berechnungen héngt sehr
von den Eigenschaften der Matrix ab. Auch wenn hier nur reelle Matrizen be-
trachtet werden sollen, so haben diese aber im Allgemeinen komplexe Eigen-
werte. In den Bereich der Eigenwertaufgaben fallen zumeist 3 unterschiedliche
Probleme:

1. Gegeben seien zwei Matrizen A, B € R™"*". Beim allgemeinen EWP sind
A € C und z, € R™ gesucht, so dass gilt

AIk = /\kBIk, k= 1, 2, e, N (81)

2. Im Falle des speziellen EWP ist B = [.

3. Ist die Matrix A nicht quadratisch, sondern A € R"™*" m # n, so sind
Singuldrwert- und —vektorenberechnung erforderlich.

Die numerischen Verfahren, die jeweils geeignet sind, héingen davon ab, ob
eine der folgenden Situationen gegeben ist

e [st die Matrix symmetrisch?

e I[st die Matrix diinn besetzt?

87
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e Sind alle Eigenwerte und —vektoren erforderlich, oder nur die n-gréfften
(kleinsten)?

Die folgende Darstellung lehnt sich an Kéckler und Stor an.

8.2 Spezielles Eigenwertproblem

Die Eigenwerte Ay einer Matrix A € R™*" sind bekanntermafien die Nullstellen
des characteristischen Polynoms

p(A) == det(A — \I).

Allerdings ist die numerische Bestimmung der Nullstellen dieses Polynoms oft
numerisch instabil. Dieser Ansatz wird daher in der Regel vermieden.

Wir betrachten zuerst den héufig vorkommenden symmetrischen Fall. Es
gilt der

Satz 8.1 Sei Matriz A € R™"™ symmetrisch. Dann hat A nur relle Eigenwerte
und die Figenvektoren xi, k = 1,2,...,n sind orthogonal. Mit U € R™ ™ als
Matriz der Eigenvektoren xy, in den Spalten mit der Normierung ||zgll, = 1,
qilt ferner

U'v =1.

Im Falle der nichtsymmetrische Matrizen sollen hier nur Bandmatrizen behan-
delt werden. Hierzu bendtigen wir die

Definition 8.1 1. Sei Matriz T € C™*™ reguldr. So ist
T 'AT
eine Ahnlichkeitstransformation der Matriz A.

2. FEine Matrix A € R™" ist diagonalahnlich, wenn es eine requlire Matrix
T € C™™ gibt mit
A =T AT,

wobei A := diag(A1, A2, ..., An), A € C™" Diagonalmatriz ist.
Wir haben folgenden

Satz 8.2 Sei Matriz T € C™ " regulir und C := T~1AT, so besitzen C' und
A dieselben Figenwerte A\, und einem FEigenvektor y € C" von C entspricht
der Eigenvektor v = Ty von A

Cy=\y = Ax =Xz mit x="Ty.

Die Berechnung der Eigenwerte und -vektoren vollzieht sich nun in 4 Schrit-
ten:
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1. Skalierung: Dies dient der Gewéhrleistung der numerischen Stabilitéit in
den nachfolgenden Transformationen. Bei symmetrischen Matrizen wer-
den die Diagonalelemente durch Zeilen— und Spaltenvertauschungen auf
der Diagonalen dem Betrage nach aufsteigend so plaziert, dass min;(A);; =
(121)11, u.s.w.. Mittels Vertauschungen nach (5.8]) erhélt man dann eine
erste Ahnlichkeitstransformation.

Im Falle nicht-symmetrischer Matrizen wird mit einer Ahnlichkeitstransformation
versucht, die Norm der transformierten Matrix A zu minimieren, und die

Norm einer Zeile mit derjenigen der entsprechenden Spalte anzugleichen.

Dies soll durch eine Diagonalmatrix D geschehen,

A=DTAD, (8.2)

deren Elemente (D);;,7 = 1,...,n zur Vermeidung von Rundungsfehlern
Vielfache der Rechnerbasis 2 sind.

2. Transfomation zur Tridiagonalmatrix: Die in Kapitel B.4lerwidhnte House-
holdertransformation wird im symmetrischen Fall angewandt, um A zur
Tridiagonalmatrix zu reduzieren. Im Unterschied zu (6.20) wird hierzu
A mit einer beidseitigen Transformationskette multipliziert

B=H',.  H'AH, .. H,_,. (8.3)
Mit H := H, ... H,_5 lautet die Transformation
B=HTAH. (8.4)

Im Falle von nicht-symmetrischen Matrizen gelingt mit dieser Transfor-
mation eine Reduktion auf eine obere Hessenbergform, d.h. eine Matrix
B mit (B);; =0 fur ¢ > j + 1, d.h. Elemente unter der Subdiagonalen.

3. QR-Verfahren zur Diagonalisierung Die nunmehr gewonnenen Tridiagonal—
(oder ggf. Hessenberg)-matrizen werden nun zu einer Diagonalmatrix
(oder obere Blockdreiecksmatrix) transformiert. Zunéchst wird eine ers-
te QR~Zerlegung vorgenommen. Dabei gilt, als besondere Form der LR-
Zerlegung, dass zu jeder Matrix B € R"*" eine orthogonale Matrix )
und obere Dreiecksmatrix R existiert, so dass

B =QR. (8.5)

Die Matrizen ) konnen etwa mit der Householdertransformation be-
rechnet werden. Nach der QR-Zerlegung wird eine QR-Transformation
vorgenommen. Dabei gilt

B=QR — B=RQ. (8.6)
Dies ist eine Ahnlichkeitstransformation, denn wegen R = QT B folgt

B = RQ = Q"BQ.
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Der QR-Algorithmus fasst nun, ausgehend von B®Y := B, die Sequenz
QR-Zerlegung und QR-Transformation zu einer iterativen Folge zusam-
men

BF) — Q(k)R(k)
B+ .— R(k)Q(k) = Q(k)TB(k)Q(k) k=1,2,.... (8.7)

Im symmetrischen Fall konvergiert die Iteration gegen eine Diagonalma-
trix. Im nicht—symmetrischen Fall konvergiert der Algorithmus gegen eine
obere Blockdreiecksmatrix mit 2 x 2-Diagonalblocken. In beiden Féllen
sind die Eigenwerte von den Diagonalelementen oder Diagonalblocken
abzuleiten. Im letzten Fall sind also noch 2 x 2-Eigenwertaufgaben zu
l6sen. Bekannterweise garantieren nur symmetrische Matrizen reelle Ei-
genwerte.

Den QR-Algorithmus kann man beschleunigen, wenn man in geeigneter
Weise die Diagonalelemente der Matrizen Bj modifiziert. Dies wird un-
ter dem Begriff Spektralverschiebung (shift) verstanden. Nachdem wieder
By = B gesetzt wurde, lautet der Algorithmus

B _ C(k)[ _ Q(k)R(k)
BEHD .— ROQ® L B =12 .., wobel weiter gilt
B+ — T g (k). (8.8)

Als Anhalt zur Wahl von (; kann die Empfehlung genommen werden,
das letzte Diagonalelement von Bj zu wahlen.

4. Berechnung der Eigenvektoren Die mit

Q= QWQ®...Qm (8.9)

erfolgte Transformation von einer Tridiagonalmatrix B zu einer Diago-
nalmatrix liefert mit den Spalten von () die Eigenvektoren im symme-
trischen Fall. Im nicht-symmetrischen Fall mit einer oberen Hessenberg-
matrix miissen zuerst noch die Eigenwerte und —vektoren der oberen
Dreiecksmatrix R

Ryk = )\kyk, (810)

gefunden werden, welches direkt moglich ist. Danach werden die Eigen-
vektoren der oberen Hessenbergmatrix mittels

ermittelt. Im letzten Schritt erfolgt die Riicktransformation der Eigen-
vektoren der Tridiagonalmatrix und der oberen Hessenbergmatrix in die
der Ausgangsmatrizen.
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8.3 Allgemeines Eigenwertproblem

Grundsétzlich 148t sich das allgemeine Eigenwertproblem Az = A\, Bz (81)
auf ein spezielles EWP mit B~!Axz;, = \,x;, zuriickfiihren, falls B invertierbar
ist. Falls B schlecht konditioniert ist, ist von diesem Ansatz abzuraten. Hierbei
kénnen ferner spezielle Eigenschaften bei B~!A verloren gehen, wie etwa eine
vielleicht gegebene Symmetrie.

Wir betrachten zunéchst den Fall einer symmetrisch positiv-definiten Ma-
trix B. Hierbei fiihrt man auf der Basis der Transformation y := L”z folgende
Schritte aus

1. Choleskizerlegung von B = LLT
2. Invertieren von L~}

3. Transformieren von A mit L™', d.h. C := L' AL™T (wobei die negative
Transponierte die Inverse der transponierten Matrix bedeutet.)

4. Losung des speziellen Eigenwertproblems

Cy=\y. (8.12)

5. Die ermittelten Eigenwerte A\ gelten nicht nur fiir das transformierte Sys-
tem, sondern auch fiir die Ausgangsaufgabe. Mit der Riicktransformation

xp = L Ty, (8.13)
erhéalt man die urspriinglich gesuchten Eigenvektoren.

Sind beide Matrizen symmetrisch, aber nur positiv semidefinit, so gilt der

Satz 8.3 Seien A, B € R™" zwei symmetrische und positiv semidefinite Ma-
trizen, dann gibt es eine requlire Matriz T € R™™, so dass T-YAT und T~ BT
diagonal sind.

Der QZ-Algorithmus 16st den allgemeinen Fall, in dem keine der Matri-
zen A, B symmetrisch und positiv definit sind. Dies geschieht mit Hilfe des
folgenden

Satz 8.4 Seien A, B € R™™ . Dann gibt es zwei orthogonale Matrizen ), Z €
R™ ™ so dass QAZ und QBZ beide obere Dreiecksmatrizen sind.

Uberfithrt man also das Eigenwertproblem Az = ABz in ein orthogonal dquivalentes
QAZy = \QBZy, so hat das letztgenannte System die selben Eigenwerte. Die
Eigenvektoren kann man mit z = Zy ermitteln.

Folgende Schritte verwirklichen den Algorithmus:

1. Mittels verallgemeinerter Householdertransformation wird A auf eine ob-
dere Hessenbergmatrix und B auf eine obere Dreiecksgestalt reduziert.
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2. Mittels QR-Algorithmus oder seiner shift-Variante wird A weiter auf ei-
ne obere Blockdreiecksmatrix analog (83) und folgende, reduziert. Dies
beeintrichtigt nicht die Dreiecksform von B.

3. Eine weitere Transformation fithrt die obere Blockdreiecksmatrix A in
eine echte Dreiecksmatrix. Hiermit werden die Eigenwerte ermittelt.

4. Die Dreiecksmatrizen werden zur Bestimmung der Eigenvektoren ge-
nutzt, die wiederum auf die urspriingliche Aufgabe zuriicktransformiert
werden.

8.4 Singulirwertzerlegung

Fiir eine Matrix A € R™*" mit m # n ist kein Eigenwertproblem definiert.
Allerdings kann man fiir die Matrix A7 A Eigenwerte und Eigenvektoren ange-
ben. Ein Vergleich mit Satz [6.7], in dem die Singuldrwertzerlegung angespro-
chen worden ist, zeigt, dass man mit S die Diagonalmatrix der Singuldrwerte
erhalten hat, also die Wurzeln der Eigenwerte von AT A. Ferner sind die Spalten
von V und U die rechten und linken Singulédrvektoren, die die Eigenvektoren
von ATA und AAT sind.

Die Losung des Singuldrwertproblems als Eigenwertaufgabe AT A ist wegen
der quadratisch erhohten Kondition in der Regel nicht ratsam. Der Losungsgang
wurde bereits bei der linearen Ausgleichsrechnung mit (6.20) in beschrie-
ben. Es blieb als eigentliche Singulédrwertzerlegung von

B =TSV
zu zeigen, mit B Bidiagonalmatrix.
Die Zerlegung nach Golub und Reinsch (1971) gelingt iterativ mit

B, =B (8.14)
B =Ul'Bi\Vi k=1,2,..., (8.15)

wobei U, und V) orthogonale Matrizen sind und die Bj bidiagonal bleiben.
Dabei werden die Matrizen U, und V},

S = lim B, (8.16)

k—o0

so konstruiert, dass S diagonal wird.

8.5 Diinn besetzte Matrizen

Diinn (sparse) besetzte Matrizen kommen zumeist bei der Diskretisierung par-
tieller Differentialgleichungen vor. Dabei ist die Anzahl der Eintrige # 0 so
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klein und nach einem oft regelméaffigem Schema angeordnet, dass die Matrix
nicht mehr explizit gespeichet werden braucht, und bei der Matrix x Vektor-
Multiplikation nur auf die betreffenden Eintrége # 0 zugegriffen werden miissen.
Héaufig sind diese Matrizen symmetrisch und diagonaldominant.

Als einfaches Beispiel hierzu betrachten wir die Vektoriteration nach Mises
und interessieren uns nur fiir den grofiten Eigenwert und seinen Eigenvektor
einer symmetrischen Matrix A € R™*". Die Eigenwerten Ay > Ay > ... > \,
seien verschieden. Hierzu lautet der Algorithmus

1. Setze 29 € R beliebig, z # 0, setze i :=0

2. Berechne
u® = Az®

und ,
o)

lu®]

3. Fallst = 0: dann ¢ := 1, und gehe nach 2.

(1+1)

4. Falls
[u® = uCV| < e || Al

gehe nach 6.
5. Setze ¢ := 1+ 1 und gehe nach 2.

6. Bestimme grofiten Wert und Index & mit

‘ )‘ —max E)
7. Setze A
‘ (@)
A= [[u] - sign | =5
Uy,
sowie ‘
2D — LG+

8. Dann sind A\; € R und 2 € R™ die gesuchten Niherungen des Eigen-
wertes und des zugehorigen Eigenvektors.
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Kapitel 9

Gewohnliche
Differentialgleichungen

Gewohnliche Differentialgleichungen beschreiben eine Abhéngigkeit zwischen
Funktionen y(z), die von einer unabhéngigen Variablen z € R abhédngen und
ihren Ableitungen bis zu n-ter Ordnung 3™ (z). Anfangswertaufgaben (AWA)
bezeichnen in geophysikalischen und meteorologieschen Anwendungen zumeist
die zeitliche Entwicklung eines dynamischen Systems. Neben dem Differential-
gleichungssystem miissen daher auch zur Losung Anfangswerte gegeben sein.
Gibt es Bedingungen zu zwei Zustédnden, etwa zu verschiedenen Orten x oder
Zeiten, so liegt eine Randwertproblem vor.

9.1 Anfangswertaufgaben

9.1.1 Problemstellung

Fiir ein explizites Diffentialgeichungssystem 1. Ordnung lautet die Aufgabe:
Gegeben ist ein Vektor der Anfangswerte 3, € R™ und eine Funktion

f:C([a,b] x R") — R"™. (9.1)
Gesucht ist die Funktion y(x) : C! ([a,b] x R") — R™, fiir die gilt

y'(z) = f(z,y(x)) Vo € [a,b)] Differentialgleichung, (9.2)
y(a) =yo Anfangswerte.

Ein implizites System 1. Ordnung lautet ¢/(x) = f(z,y(x), v (z)).

Satz 9.1 Jedes explizite Differntialgleichungssystem m-ter Ordnung ldfst sich
in ein dquivalentes System 1. Ordnung umformen.

Beweis:
Es reicht eine Differentialgleichungskomponente zu betrachten, da mit allen

95
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weiteren n — 1 Komponenten in gleicher Weise verfahren werden kann. Diese

laute

n)

2 = g(z, 2,7, ..., 2"V, (9.3)

mit den Anfangswerten
o / o (n—1) _ (n-1)
z(a) = 29, Z'(a) = 2p,...,2 (a) =z .
Dann erhéilt man eine Vektorfunktion y(z) mit der Gleichsetzung

y(a) = (1 (x), y2(x), ..., yn ()" (9.4)
= (2(2), Z(x),..., 2" (@), (9.5)

womit folgende Zuordnung gegeben ist

y =g, 2,2, ... ,z(”’l)), (9.6)

sowie
/ (n-1\"
y(a):y():(zO,zO,...,zo > )

Damit ist ein gewohnliches DGL-System der Form (@0.2) gegeben. ¢
Die zwei notwendigen Bedingungen fiir die Existenz einer Lésung lauten
1. Die Funktion f : R — R" sei auf dem Streifen
S = {(z,y)|r € [a,b]},y € R" mit —oo <a<b<oo, (9.7)
definiert und stetig.

2. Es gelte die :

Definition 9.1 Globale Lipschitzbedingung FEs g¢ibt eine Zahl L € R,
so dass gilt

| f(x,91) = f(z,y2)]] < Lllyr — 12l Yz, 01), (2,92) € S. (9.8)

Anschaulich heifit dies, die Steigungen im Richtungsfeld f(x,y) € S miissen
beschrénkt bleiben.

DGL-Systeme, die diese Bedingungen nicht erfiillen, bediirfen besonderer
Losungsverfahren und werden hier nicht behandelt.
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9.1.2 Elementare Methoden

Zur Priifung einfacher numerischer Integrationsmethoden und ihrer numeri-
schen Stabilitdt wird mit n = 1 die folgende ”"Modell”-Gleichung angewandt:

y' =Xy, y(0) =1 mit der Losung y(x) = exp (Az). (9.9)
Die Losung in dem Streifen S soll zunéchst an den diskretisierten Stellen

b—a
N

xzj:=a+jh, 7=0,1,...,N, wobei h:= (9.10)

bestimmt werden.
Grundsétzlich kann man nun mit zwei verschiedenen Ansétzen Losungsverfahren
entwickeln:

Integralgleichung Das DGL-System (0.2)) ist dem System der Integralglei-
chungen

y(@) = o + / " pey(©))de. (9.11)
dquivalent.

Taylorreihe Die lokale Losung kann man durch eine Taylorreihe

y(xje1) = y(a;) + hy/(z;) + O(h?)
= y(x;) + hf (5,y(x;)) + O(h?) (9.12)

approximieren.

Fiir alles Weitere setzt man nun y; ~ y(x;) und f; := f(x;,y;). Das einfachste
Verfahren ist nun das Explizite Eulerverfahren oder Polygonzugverfahren:

yj+1:yj+hfj7 j:071,...,N—17 (913)

welches sich sowohl aus dem Tayloransatz als auch dem Integralgleichungsan-
satz herleiten 148t. Im letzten Fall erhélt man mittels der Rechteckregel

/ " F(Ey(E)de ~ hf(xpyy). (9.14)

Wertet man den Funktionswert f nicht bei z; sondern am Ende des Schrittes
bei ;41 aus, so erhdlt man das Implizite Eulerverfahren

yj+1:yj+hfj+17 3207177]\[_1 (915)

Es ist also hier notwendig, bei jedem Schritt ein Gleichungssystem zu l6sen.
Bei beiden Losungsverfahren wurden Schritte der Léange h durchgefiihrt.
Daher fallen sie in die Klasse der FEinschrittverfahren (ESV). Das einfache
Mehrschrittverfahren (MSV) rechnet mittels der Mittelpunktregel mit einer
doppelten Schrittweite, wobei man das folgende explizite 2-Schrittverfahren
erhélt:
Yj+2 :yj+2hfj+1, jIO,l,...,N. (916)

Am Anfang benotigt man aber ein ESV um den Wert y;41 zu ermitteln.
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Anwendung auf die Modellgleichung

In den folgenden Anwendungen wird gepriift, mit welchem Aufwand und Ge-
nauigkeit die vorgenannten Verfahren in der Lage sind, die analytisch bekannte
Losung der Modellgleichung nachzubilden. Alle Verfahren haben hier den An-
fangswert yo = 1.

Euler explizit  Euler implizit Mittelpunktregel

y1 =1+ Ah Y = —r y1 = exp (Ah) exakt!
Yo = (1+ Ah)? yo = m Yo = 1+ 2hAexp (Ah)

y; = (1+ M)y = —~  y; =exp(\jh) (1 — %fﬁ + i‘—;h:‘)
(1) exp (\jh) 2 h® + O(hY)

Mit h — 0, j — oo so dass & = jh = const, erhilt man y(z) = exp (Az) fiir
alle 3 Verfahren.
Man erhélt mit A > 0 und A < 0 folgendes, vollig abweichendes Verhalten

Euler explizit Fiir den Fall dass Ah < —1 erhélt man fiir die y; oszillierendes
Anwachsen und eine véllig falsche Losung.

Euler implizit Die Losung bleibt stabil fiir A < 0 und fallt monoton.

Mittelpunktregel man erhélt eine gute Approximation der exakten Losung,
aber erfihrt mit dem Term (—1)7 exp (\j h)’l\—;h3 einen wachsend oszillie-
rende Uberlagerung.

Konsistenz

In Gleichung ([ZI8) wurde an Hand der Rundungsfehler gezeigt, wie sich
bei einem Algorithmus Fehler fortpflanzen und in jedem Schritt neue Feh-
ler zusétzlich generiert werden kénnen. So besteht zum ”Zeit”punkt 7 auch
der Fehler y; — y(z;) von Anfangswertalgorithmen aus den bis zur Berechnung
von y;_1 summierten Fehlern und dem beim Schritt j gemachten Fehler, dem
lokalen Diskretisierungsfehler.

Definition 9.2 1. FEin Finschrittverfahren ist durch seine Verfahrensfunk-
tion ® gegeben

Yir1 = Y; + ho(z;, y(xy)). (9.17)

2. Unter einem lokalen Diskretisierungsfehler eines ESV versteht man die
Differenz

o= 7 () — ule,) — 62, (x) (918)
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3. Ein ESV ® heisst konsistent mit der gegebenen gewohnlichen Differenti-
algleichung, falls gilt

max |d;]| =0 mit h— 0. (9.19)

j: 7777
wobei N — oo wegen Nh = b — a constant.

4. Ein ESV ® hat die Konsistenzordnung p, falls fir K > 0 gult:

max_|d;|| < Kh? = O(h?) mit h— 0, (9.20)
=L

Der lokale Diskretisierungsfehler beschreibt also nur den Fehleranteil, den man
in einem Schritt ¢ in Bezug auf den exakten Wert zusétzlich zu allen friiher
akkumuierten Fehlern beitrdagt. Nach der obigen Definition haben die Euler-
verfahren beide die Konsistenzordnung p = 1.

Letztlich benotigt ist allerdings eine Losung, die auch am gewiinschten
Endpunkt b = a + hN nur einen tolerierbar kleinen Fehler aufweist.

Definition 9.3 1. Der globale Diskretisierungsfehler ist durch

9; = y(x;) — yj (9.21)
gegeben.
2. Ein Verfahren zur Lésung der Anfangswertaufgabe ([@2)) heifit konver-
gent, falls
max llgjll =0 mit h—0. (9.22)
=15

3. Ein ESV hat die Konvergenzordnung p, wenn zudem fir ein K > 0 gilt:

max |lg; || < Kh? = O(h") mit h — 0, (9.23)

.....

Satz 9.2 Fin konvergentes Einzelschritterfahren ist auch konsistent. Ist das
Verfahren von der Konsistenzordnung p, so ist es auch von der Konvergenz-
ordnung ||g;|| = O(hP).

Die Konsistenz ist allerdings nur eine notwendige Vorraussetzung!

Ein weiterer Begriff ist der der Stabilitéit eines numerischen Algorithmus.
Ohne strenge Definition wurde dieser Begriff (und seine Antinomie) bereits
im Kapitel Rundungsfehler benutzt, wo die beschrinkte Genauigkeit der Zah-
lendarstellung und Gleitpunktrechnung die Stabilitéit beeintriachtigen kann. In
diesem Kapitel ist es die finite Darstellung der Schrittweiten A > 0, welches
letztlich zur Verletzung der Stabilitéit fithren kann. Es gibt eine Vielzahl von
Stabilititsbegriffen. Hier wird der Begriff der asymptotischen Stabilitéit ver-
wandt:
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Definition 9.4 Ein ESV ® ist asymptotisch stabil, wenn ® eine Lipschitzbe-
dingung erfillt, d.h. es gibt eine Zahl L > 0, so dass

[Pz, y5) — P(x,95)|| < Llly; — 45l V(s 95), (25,95) € S. (9.24)
Es gilt der folgende fundamentale

Satz 9.3 FEin konsistentes Verfahren der Ordnung p, welches asymptotisch
stabil ist, besitzt auch eine Konvergenz der Ordnung p.

Daneben gilt auch der in der Praxis nicht so bedeutende

Satz 9.4 Fin konsistentes Verfahren der Ordnung p, welches konvergent ist,
15t auch asymptotisch stabil.

Die Lipschitzbedingung kann auch dazu dienen, den globalen Fehler einer
Verfahrensfunktion ® abzuschétzen:

Satz 9.5 FEin ESV sei von der Konsistenzordnung p und erfiille die Lipschitz-
bedingung. Eine Lipschitzfunktion E;, sei definiert als

Ljz—al_j
C—— falls L >0
- 7
Bu(): { x falls L =0. (9:25)
So qilt
ly; — y(z))ll < WWKEL(2; — a). (9.26)

Auf Grund ihres exponentiellen Wachstums kann diese Abschétzung als
schwach gelten.
Steife Differentialgleichungssysteme

Bei bestimmten Problemen findet man Differentialgleichungen, bei denen um
Groflenordnungen verschiedene Koeffizienten, etwa bei A unseres Modellpro-
blems auftreten. Derartige Systeme nennt man steif. Ein typisches Beispiel ist
die Reaktionskinetik in der Atmosphérenchemie. Es gelte das folgende, einfa-
che lineare Reaktionsbeispiel

k k
n = Yo = Y3,
k1 =1 und ke = 101 mit den Anfangswertkonzentrationen

yl(()) - ]-7 92(0> - ]-a 93(0) =1L
Damit lautet geméfl Reaktionskinetik das DGL-System
V1= W

Yo = y1 — 101y,
ys = 101ys. (9.27)

~ N~ =~
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Die Losung hierzu lautet

yi(x) =e7"
ya(z) = 0.01e™" 4 0.99¢ 101
y3(z) = 3 — 1.0le™" — 0.99¢ 10,
Die Koeffizientenmatrix
-1 0 0
1 —-101 O (9.28)
0 101 O

hat neben dem Eigenwert A3 = 0 die um 2 Groéflenordnungen verschiedenen
Eigenwerte A\; = —1 und Ay = —101. Hierbei diktiert der kleinere Eigen-
wert die Schrittweite. Im Allgemeinen, bei nichtlinearen Systemen wie in der
Reaktionskinetik, konnen die die Steifheit bestimmenden Eigenwerte wech-
seln. Hier liefert eine Linearisierung an den verschiedenen Stellen x Analysie-
rungsmoglichkeiten mittels der Eigenwerte der Funktionalmatrix

Of1(z.y) of1(z.y)
Oy T OYn
fy(@) = : : (9.29)
Ofn(z,y) Ofn(zy)
Bl .. S

In diesem Falle nennt man das DGLsystem an der Stelle x steiff, wenn es dort
nur negative Eigenwerte hat, die stark unterschiedlich sind, also

Re); <0, i=1,...,n, max |Re);| >> min |Re);|.
i J

Ein MaB fiir die Steifheit kann man mit

max; | Re\;| (9.30)

min; | Re;|

angegeben werden. Vergleiche mit der Definition der Kondition eines Glei-
chungssystemes.

9.1.3 Einschrittverfahren

Unter den Einschrittverfahren umfassen die Runge-Kutta-Verfahren die am
meisten verbreiteten Methoden. Thre allgemeine Form lautet

Yj41 = yj + h®(xj,y;)

Pz, y5) = Zwkl mit (9.31)
=1

Ky :f($j+oézh7yj+h25lsks), [=1,...,m.

s=1
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Mit ;s = 0 fiir s > [ ist das Verfahren explizit. Ein halbimplizites Verfahren
liegt vor bei B;; = 0 fiir s > [. In allen anderen Féllen ist das Verfahren implizit.
Die Stufe eine RK-Verfahrens ist mit m gegeben, und m? + 2m Parameter
bestimmen das Verfahren.

Folgende Forderungen sind an ein Runge-Kutta Verfahren zu stellen:

e Ein Runge-Kutta—Verfahren ist konsistent, falls
> w=1 (9.32)
i=1
e Jedes ky, soll eine h%-Approximation von y/'(z; + oyh) sein, wobei
a=> B (9.33)
s=1

e Die Konsistenzordnung soll maximal sein.

Das folgende Schema stellt die Konstruktion von RK-Verfahren dar

aq 611 612 o ﬁlm
(679 ﬂml ﬂm? s Bmm (934>
Siov=1llm e o m

Sind die §;; # 0 fiir 7 > j, so ist das Verfahren implizit. Sind (3;; # 0 fiir ¢ > j,
aber 3;; = 0 fiir ¢ > j, so ist das Verfahren semi—implizit.
Fiir m = 1 erhélt man wegen (9.32) 7, = 1 und daher

Vi1 = Yi + hf(z; + arh, yi + Priks).

Im expliziten Fall ist 517 = 0 und wegen (@33) oy = 0, womit das explizite
Eulerverfahren vorliegt. Mit a; = 517 = 1 erhélt man das implizite Eulerver-
fahren

Yix1 = Yi + hky
=y +hf(z; + h,y; + hky)
=yi + hf (i + h, yir). (9.35)

Das Runge-Kutta—Verfahren im eigentlichen Sinne ist jenes mit der Kon-
sistenzordnung p = 4 und der Stufe 4

h
Yiv1 = Yi + g(k’l -+ 2]452 + 2]{33 -+ ]{?4) mit (936)
kv o= f(x5,9;)
1 1
ko := f(l'j + §h, Yj + §hk1)

1 1
ks = flwj + Shyyj + Shks)
k‘4 = f(l’] + h, Yj + hk’3) (937)
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Das entsprechende Schema lautet

CYiIO

1)1
112 4
210 3
1o 0 1
T 2 2 1
Yils 6 6 6

Schrittweitensteuerung

Mit Verfahren 4. oder 5. Stufe ist es nicht moglich, eine hohere als 4. Ordnung
zu erreichen. Andererseits kann dies in Bereichen von x ungeniigend bleiben,
wo starke Variationen von f auftreten. Passt man im gesamten Intervall [a, b]
die Schrittweite h diesen besonders kritischen Bereichen an, so steigt der Re-
chenaufwand fiir andere Bereiche unnotig hoch an, und es werden durch diese
unnotigen Schritte immer auch die entsprechenden Rundungsfehler zusatzlich
generiert.

Es bleibt daher nur als Ausweg, die Schrittweite h anzupassen. Diese Schritt-
weitensteuerung (SWS) wiirde idealerweise mit Kenntnis des globaren Feh-
lers erfolgen. Da dieser aber nicht bekannt ist und nur sehr aufwindig ab-
geschétzt werden kann, wird eine Schitzung des lokalen Fehler herangezo-
gen. Hierzu rechnet man mit zwei Verfahren verschiedener Stufe oder Ordnung
und ermittelt den Unterschied der Zwischenergebnisse. Damit sich der Rechen-
aufwand nicht verdoppelt, nimmt man zwei Verfahren, die weitgehend bei der
Berechnung der k; iibereinstimmen, also bis auf jene zusétzlichen der hoheren
Stufe. Diese Verfahren nennt man eingebettete Runge-Kutta-Methoden.

Ein Beispiel ist das Runge-Kutta—Verfahren von Merson, welches zwei Ver-
fahren 4. Ordnung, eines davon 4. Stufe, in das andere der 5. Stufe einbettet.
Mittels k5 gelingt dann eine Fehlerabschétzung. Das Schema lautet

0

11

3 |3

1 |1 1

S S
2[5 0§
s
yj+1%()_%2
5
y][iléooéé

Fox und Meyers (1987) geben folgende Fehlerabschétzung an

h 1
y(@i) =y~ 2 — ) = 55—k + ks — Skatks). (9.38)

Ein Algorithmus, der sich diese Fehlerabschéitzung zu Nutze macht, konnte
etwa bei einem %(yj[ﬂl — yﬂl) > € den Schritt verwerfen und mit halbierten

h erneut berechnen. Ist dagegen die Fehlerabschiatzung < €/10, so kann mit
verdoppelter Schrittweite fortgefahren werden. In der Praxis bleiben Testrech-
nungen zu machen, ob Genauigkeit und Effizienz angemessen sind.
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9.1.4 Mehrschrittverfahren

Wir beschrénken uns auf lineare Mehrschrittverfahren (MSV), dem Adams—

Verfahren. Anders als bei Runge-Kutta-Verfahren, bei dem Zwischenschrit-

te bei Bruchteilen von A berechnet wurden, werden nun zur Berechnung der

Losung fiir y(x;1.,) an der Stelle z;,,, die Werte an den m vorherigen Stellen

herangezogen. Es seien also

gegeben: Verfahrenskoeffizienten ag, ay, . . ., a,,, wobei a,, = 1, und by, by, . . ., by;
ferner die Losungswerte v, i1, - -+, Yjrm—1-

Gesucht ist der Losungswert fiir y/;p,.

Der allgemeine Ansatz lautet

m—1 m
Yiem + > airi =h > bifiin (9.39)
i=0 k=0

Bei einem impliziten Verfahren ist b,, # 0.

Die grundsétzliche Idee ist nun die Funktion f in dem Intervall [z, 21, —1]
(oder [z;, %4y im impliziten Fall) durch ein Interpolationspolynom zu erset-
zen

P(xjir) = f(%jin, Yjsk), k=0,1,...,m—1 oder m. (9.40)

Der numerische Ansatz der DGL lautet dann
Tjt+m
yj+m=yl+/ P(z)drl=j+m—1 oder [ =j+m—2. (9.41)
]

Die wichtigsten Basisverfahren lauten nun
Adams—Bashforth (explizit): [ =74+ m — 1

h
Yir2 = Yj1 + 53 f = i) (9.42)
Nystrom (explizit) { = j +m — 2

Yjro = Y;j +2hfi (9.43)

Adams-Moulton (implizit): [ = j +m — 1
h
Yj+2 = Yj+1 + E(5fj+2 + 81— [j) (9.44)
Milne-Simpson (implizit): [ = j +m — 2

h
Yjr2 = Yj + §<fj+2 +4fi1 + fj) (9.45)
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Konsistenz

Der Diskretisierungsfehler (O.18) fiir lineare MSV lautet
1 m m
djrm = 7 Z aiy(Tjyi) — Z o f (Tjhs Y(Tjk)). (9.46)
i=0 k=0

Die Verfahrenskoeffizienten definieren folgende beiden Polynome
1. charakteristisches Polynom p(¢) = > 7", a:¢*,
2. charakteristisches Polynom o(¢) = >"1", b;¢" .

Es gilt nun der

Satz 9.6 Die Startrechnung eines MSV sei konsistent. Ein MSV ist konsis-
tent, falls gilt
p(1)=0  und  p(1)=0(1). (9.47)

Pradiktor—Korrektor—Verfahren

Die Stabilitdt der Verfahren muss durch zuséitzliche Bedingungen gegeben,

sein, die hier aber nicht behandelt werden. Es gilt aber, dass implizite Verfahren

stabiler sind als explizite. Im Falle nichtlinearer Gleichungssysteme ist jedoch

oft die Auflésung impliziter Verfahren schwierig. Bei einer Kombination von

expliziten und impliziten Verfahren kann dies jedoch vermieden werden.
Dieses kombinierte Verfahren besteht aus 3 Schritten

1. Pradiktorschritt (explizit)
m—1 m—1
P =D aiy Y i fik (9.48)
i=0 k=0

2. Auswertung der rechten Seite
Fivm = F(@5ms Yhom) (9.49)

3. Korrektorverfahren (implizit)
m—1 m—1
Y e = b fim — > i+ 0y befik (9.50)
=0 k=0

Diese Methode verbindet die Einfachheit expliziter Verfahren mit fast der Sta-
bilitdt impliziter Verfahren.

Bevor ein MSV angewandt werden kann, muss durch eine Startrechnung die
Werte y1, ..., yj+m—1 berechnet worden sein. Hierzu kénnen entweder ESV oder
MSV mit wachsender Stufe und Ordnung herangezogen werden. Um hierdurch
nicht die Qualitdt spéterer Rechnungen zu beeintrédchtigen, sollten variable
Schrittweiten gewéahlt werden.
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9.2 Rand- und Eigenwertaufgaben

Randwertaufgaben sind gewohnliche DGL, deren Losungen an beiden Rand-
punktn a und b Bedingungen einzuhalten haben. Eigenwertaufgaben haben
zusétzlich zur Losung noch einen Parameter A zu bestimmen, so dass die
Losung aus einem Eigensystem besteht, welches aus abzéhlbar unendlich vie-
len Eigenwerten \; und zugeordneten Eigenfunktionen y;(x) besteht.

Eine typische Randwertaufgabe 2. Ordnung lautet
Gegeben sind eine stetige Funktion f(z,y,v’) und «, 8 € R.
Gesucht ist eine Funktion y(x) € C?[a, ], fiir die gilt

y' = flz,y,9)
yla) =,  y(b) =45 (9.51)

Im Falle einer Figenwertaufgabe gilt
Gegeben ist eine stetige Funktion f(z,v,y’) .
Gesucht sind Eigenwerte \; und zugeordnete Funktionen y;(x) € C?[a, b], fiir
die gilt

y(a) =0, y(b) = 0. (9.52)

Oft liegen kompliziertere Formen von Randbedingungen vor, bei denen héhere
Ableitungen vorkommen, Systeme von DGL oder implizite Systeme, sowie
Randbedingungen von allgemeinerer Form gegeben sind, wie z.B.

ri(y(a),y'(a), y(b),y' (b)) = 0. j=1,2 (9.53)

Eine Aufgabenklasse ist durch Sturm-Liouville-Probleme gegeben, die z.B. auch
geeignet sind, die vertikale Schichtung der Atmosphére oder des Ozean zu be-
schreiben.

Seien g, g stetige Funktionen auf dem Intervall (a,b), sowie p(z) >0, a < x <
b. Ferner sind gegeben o, 5 € R, und a;,b; € R, 1 =1,...,4, so dass

@y Gz as ag\
Raung(b1 by by b4>—2.

Gesucht sind y(z) € C?(a,b), fiir die gilt

—(p(z) -y (2)) +q(z) - y(z) = g(2), (9.54)
ary(a) + azy'(a) + aszy(b) + aqsy'(b) = « (9.55)
bry(a) + bay/(a) + bsy(b) + bay'(b) = B (9.56)

Beispiel: Durchgebogener Balken
Die Lénge eines homogenen, ideal elastischen Balkens, der an seinen Enden
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frei beweglich aufliegt, sei 2, mit dem Léngenintervall [—1 < z < +1]. Die Bie-
gesteifigkeit ist das Produkt aus dem Elastizitdtsmodul £ und dem Fldchen-
tragheitsmoment J, welches hier in der folgenden Weise lingenabhéngig para-
meterisiert sei: J(x) = Jo/(1 + z?), Jo konstant. Der Balken unterliege einer
konstanten transversalen Belastung h und einer axialen Kraft P := E.J,. Die
Differentialgleichung fiir das Biegemoment M (z) lautet nun

P
EJ(x)

M"(z) + M(z) = —h. (9.57)

An den frei beweglichen Enden verschwinden die Biegemomente
M(—1)=M(1) =0. (9.58)

Mit der Transformation y = —M/h erhélt man nun das Sturm-Liouville-
Problem

y(—1) =y(1) =0. (9.59)

9.2.1 Differenzenverfahren

Zur Losung der RWA mittels Differenzenverfahren unterteilt man das Intervall
[a,b] in n + 1 gleiche Teile mit den Grenzen

ri=a+1-h, 1=01,....,.n+1

und der Lénge
b b—a

n+1

Man kann nun die Ableitungen einer DGL durch finite Differenzen approximie-
ren und diese dann in die DGL einsetzen. Uber den Tayloransatz ermittelt man
fiir die ersten 4 Ableitungen etwa folgende Niiherungen der Ordnung O(h?)

y($i+1)2—hy($z‘—1) + oY)
y//(xi) _ y(xi-i-l) - 2y}§*§i> + y(‘ri—l) + O(hQ)

y'(l‘z‘) =

wo o~ Y(@ive) = 3y(wip1) + 3y(wi1) — y(wi2) 2
4 ~ Y(@ie) — dy(igr) + 6y(zi) — 4y(2i1) + y(Ti9) 4

Die Konstruktion von finiten Differenzen hoherer Ordnung ist méglich und oft
auch angebracht.
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Beispiel 9.1 Gegeben ist die folgende DGL
—y"(x) + q(z)y(z) = g() (9.60)
yla) = y(b)=p
Mittels der Funktionswerte q; = q(x;), g; = g(x;) und als Ansatz y; ~ y(x;)
lafst sich das lineare Gleichungssystem
Yo =«
—Yi+1 T 2Yi — Yia

+Q’Lyz:g’b7 izl)"'vnv

52
Yns1 = [ (9.61)
aufstellen. Dies fiihrt auf die Normalform
Ay =k
24qh: -1 0 ... 0
—1 2+ QQh2 —1 0
wobei A = 0 ' ’ ’
: - T -1
0 o 0 —1 2+ q,h?
Y= (y17y27 e 7yn)T
k= (h%g1 + a,h?gs, ..., h2gn_1,h%g, + B)T (9.62)

Dieses symmetrische Tridiagonalsystem ist positiv—definit, falls ¢; > 0 ist. Es
kann mit einem fir Tridiagonalmatrizen angepassten Choleskiverfahren mit
der Komplezitit O(n) gelost werden.

Satz 9.7 Fehlerabschitzung: Die Randwertaufgabe (OG1)) besitze eine vier-
mal stetig differenzierbare Ldosung y mit

[y | < M Va € la,b], und g(x) >0, (9.63)
so gilt
Mh?
(i) — yi| < o (x; —a)(b—x;) (9.64)

Um den Diskretisierungsfehler abschitzen zu konnen, ist es sinnvoll, die
Berechnung mit verédnderten Schrittweiten ¢ - h zu wiederholen, und den Un-
terschied zu bewerten, ggf. weiter zu verfeinern und die Ergebnisse y; zu ex-
trapolieren. Mit ¢ = 1/2 gilt

1
§(4y£‘§h] — ") — y(a:) = O(h"). (9.65)
Liegt mit einer nicht-linearen Funktion f(z,y) eine nicht-lineare DGL
—y" (@) + f(z,y) =0 (9.66)

yla)=a  yb)=p
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vor, so erhédlt man durch die Diskretisierung ein nicht-lineares Gleichungssys-
tem

By + F(y) =0, (9.67)

mit einer nicht-linearen Vektorfunktion F(y). Als Losungsansatz kann das
Newton-Verfahren genommen werden, oder ggf. andere, dem Problem ange-
passte Iterationsmethoden. Bei Konvergenz liegt dieselbe Fehlerordnung wie
im linearen Fall vor.

Die Diskretisierung einer Eigenwertaufgabe

—y//(2) + Aa(a)y(x) = 0 (9.68)
ya) =0 y(b)=0

lautet nun

Yo =10
—Yir1 + 2y — Yia
h2

+)\qu1:0, ?::1,...,77,,
Ynsr = 0. (9.69)

Fiir ¢; = q(x;) # 0 erhidlt man die spezielle Eigenwertaufgabe

(A= X))y =0 (9.70)
=2 L 0 .. 0
q1 q1
1 =2 1
1 q2 q2 q2
wobel A = 72 .
: 1 —2 1
’ dn—1 dn—1 dn—1
0o ... 0 L =2
dn qn

Yy = (y17y27"'ayn)T

Die Losungsverfahren sind im vorherigen Kapitel behandelt worden.

9.2.2 Schief3verfahren

Bei SchieBverfahren wird die Randwertaufgabe durch wiederholte Losung einer
Anfangswertaufgabe behandelt, bei der ein Anfangswertparameter so optimiert
wird, dass die rechte Randbedingung erfiillt wird. Grundsétzlich kann man
das vorgegebene Intervall [a, b] bei Einfach-Schiefiverfahren ”mit einem Schufl”
iiberbriicken, sowie bei Mehrzielmethode das Intervall vorher aufteilen und mit
den Teilintervallen entsprechende Rechnungen durchfiihren.

Das Randwertproblem

y' = flz,y.9)
yla) =,  y) =8 (9.71)



110 Gewdhnliche Differentialgleichungen

wird als Anfangswertaufgabe

y' = f(z.y.y) (9.72)
yla)=a,  y(a) =5
umgeschrieben. Der nun hinzugekommener Parameter s bewirkt eine zusétzliche

Abhéngigkeit der Losung y(x, s). Um der urspriinglichen Randwerdaufgabe zu
geniigen wird ein § gesucht mit

y(b,5) = B. (9.73)

Die Losung kann gewonnen werden, wenn die Nullstelle der Funktion

F(s) :=y(b,s)—p (9.74)

gefunden wurde. Dies kann man z.B. mit einem modifizierten Newton—Verfahren
erreichen, in dem die Ableitung F'(s®) fiir jeden Newtonschritt ¢ mittels
Finiten Differenzen ermittelt wird, also die AWA (@.72) fiir s = s® und
s = D) + As( gelost wird. Damit lautet der Algorithmus bei gegebenen
Startwert (%)

1

s = 50—y (AF(sP)) - F(s®) wobei (9.75)
, F(s% + As®) — F(s®)
AF(sY) := _— Ass(i) . ) (976)

Dabei steuert v die Schrittweite des Newton-Schrittes. Die AWA muss also pro
Schritt zweimal gelost werden.

Im Allgemeinen gilt jedoch das Einfach—Schiefiverfahren als nicht genau
genug, insbesondere wenn das Intervall [a, b] und die Lipschitzkonstante L grof§
sind. Man kann zeigen, dass der Fehler exponentiell wachsen kann

[y(z,51) = y(@, 52)] < |51 = $2] exp(L(x — a)). (9.77)

Mehrzielmethode

Ein Ausweg aus diesem Problem ist die Mehrzielmethode (multiple oder paral-
lel shooting). Nach dem Grundsatz, dass kurze Schiisse zielsicherer sind, wird
das Intervall nicht notwendigerweise dquidistant aufgeteilt

a=1, <T9< ... < Tyy1 < Ty =0 (9.78)
und 1 = y(zk), sk =y (xr), k=1,...,m. (9.79)

Fiir jedes Teilintervall wird eine AWA gelost

y” = f(xa Y, y/) in (xky xk+1) (980)
y($k) =Tk, y/(xk) = Sk
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mit der Teillosung y(x, xg, 7k, Sg). Der Vektor der Anfangswerte lautet nun

o T
S = (T1,51,72,52, s Tm—1, Sm—1, Tm, Sm)" -

Man erhélt nun ein Gleichungssystem mit 2m Gleichungen

Fi(s) .= y(xa,x1,71,81) =12 =0

FQ(S) = y/($2,x1,rl, Sl) — S = 0

D= (9.81)
For3(8) = y(Tm, Tm-1,Tm—1,Sm-1) — Tm = 0
Fom—2(8) ==y (T, Tn—1, "m—1, Sm—1) — Sm = 0
Fop1(s)=r1—a=0
Fon(s) =r,p,—0=0

Wiederum wird die Losung dieses nicht-linearen Gleichungssystems analog
(@8) ermittelt. Bei m — 1 Teilintervallen hat man fiir jeden Newton—Schritt
3(m—1) AWA zu lésen, wobei 2 Losungen zur Niherung der Funktionalmatrix
DF(s) aufgewandt werden (s.u.).

Der Algorithmus kann folgendermaflen zusammengefasst werden:

1. Wihle ein s € R?*™ und eine Genauigkeitstoleranz ¢ und setze i := 0.

2. Fir k=12, ..., m-1:
berechne y(xyy1, T, g, Sk) und ¢ (xpy1, T, 75, Sg) als Losung der AWA
v = M(x,y,y) y(xg) = 1, y'(zx) = s und dann F(s).

3. Berechne eine Naherung AF der Funktionalmatrix DF' durch Losung
der beiden AWA pro Teilintervall

"=flzyy)  ylaw) =re+ o, y'(zn) = s

y(xr) = 1, y'(zr) = si + dsy

4. Lose das 2(m —1)-dimensionale lineare Gleichungssystem AF-As = —F
5. Setze st = 50 + As .

6. Fiir [[s¢™) — sW|| < e Gehe nach 8. (Stop)

7. 1+ 1+ 1, gehe nach 2.

8. Stop
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Kapitel 10

Integralgleichungen

10.1 Klassifizierungen

Integralgleichungen treten in geophysikalischen Anwendungen oft bei der Aus-
wertung von Fernerkundungsmethoden auf und fithren dann auf Inverse Pro-
blemstellungen hin, nach einer Diskretisierung #dhnlich wie die Normalglei-
chung. So gibt es eine Reihe unterschiedlicher Typen im unendlich—dimensiona-
len Funktionenraum, die ihre Entsprechungen in uns bereits bekannten diskre-
ten Formen haben.

Man unterscheidet zunéchst die Fredholmschen Integralgleichungen, bei de-
nen feste Integrationsgrenzen gegeben sind. Eine inhomogene Fredholmsche
Integralgleichungen der 1. Art lautet

ot) = / K(t.s) f(s) ds, (10.1)

wobei die (bei diesem Thema meist links geschriebene) "rechte Seite” ¢(¢)
die Inhomogenitiat bezeichnet und f(s) die zu ermittelnde Unbekannte ist.
In der Regel umfasst die "rechte Seite” g(t) (oft fernerkundete) Messdaten.
Die Funktion K(¢,s) wird Kern (kernel) genannt. Ist K (¢, s) invertierbar und
g(t) # 0, so hat (0T eine eindeutige Losung f.

Die oben erwihnte Analogie zu linearen Gleichungen lautet in der entspre-
chenden Schreibweise K f = g, wobei K eine Rechteckmatrix sein kann. Fred-
holmsche Integralgleichungen der 1. Art sind oft schlecht konditioniert. Kleine
Anderungen der gegebenen Funktionen ziehen also oft grofe Anderungen der
Losung nach sich. Dabei wirkt das Integral als Glattungsoperator, der Infor-
mation ”verschmiert”. Wegen ihrer schlechten Kondition werden Fredholmsche
Integralgleichungen der 1. Art meistens mit Methoden der Inversen Modellie-
rung behandelt. Hierauf wird in Abschnitt einfithrend eingegangen wer-
den.

Die Fredholmsche Integralgleichung der 2. Art

b
£(£) = g(t) +)\/ K(t,s) f(s)ds (10.2)
113
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hat als Unbekannte wieder f(s). Im Falle g(¢) = 0 handelt es sich um eine ho-
mogene Problemstellung. Die diskrete Entsprechung ist die Eigenwertaufgabe
(K —ol)f = g. Allerdings entsprechen die Eigenwerte A hier 1/0 und entspre-
chend ist auch die Funktion g(¢) durch A zu dividieren. Ferner wird f(s) als
FEigenfunktion bezeichnet.

Schreibt man ([I02)) mittels 6-Funktion als

A / (K(t5) — o8(t — ) f(s)ds = —g(t), (10.3)

und ist o ausreichend grof3, so ist der Kern diagonaldominant und das Problem
entsprechend gut gestellt.

Gilt K(t,s) = 0 fiir s > t, hat man also eine variable Integrationsgrenze,
so liegt eine Volterrasche Integralgleichung vor.

Die Volterrasche Integralgleichung 1. Art lautet damit

o(t) = / K (L s) f(s) ds. (10.4)

und entspricht damit einer linearen Gleichung mit unterer Dreiecksmatrix. Die
Losung der Volterraschen Integralgleichung der 1. Art ist in der Regel ein gut-
gestelltes Problem.

Die Volterrasche Integralgleichung 2. Art lautet

)= [ K(t5) ) ds + g0, (10.5)

wobei wieder die Entsprechung zu einem Eigenvektorproblem mit einer unteren
Dreiecksmatrix vorliegt .
Insgesamt hat man nun folgende Klassifizierungen:

e Integrationsgrenzen

— beide fest: Fredholm Gleichung

— eine variabel: Volterra Gleichung
e Plazierung der unbekannten Funktion

— nur innerhalb des Integrals: 1 Art

— innerhalb und auflerhalb des Integrals: 2. Art
e Gegebene Funktion g(t)

— identisch Null: homogen

— nicht identisch Null: inhomogen
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10.2 Fredholmsche Integralgleichungen der 2.
Art

Zunachst bemiihen wir uns um die numerische Losung der Fredholmschen In-
tegralgleichungen der 2. Art

£(t) = g(t) + A / K(t,s) f(s) ds. )

Ein einfacher Ansatz wird mit dem Nystrom—Verfahren verfolgt, welches eine
Quadraturregel anwendet, etwa die Gau-Legendre-Quadratur, falls der Kern
keine andere Wahl nahelegt

/ y(s)ds = ijy(sj). (10.6)

Wendet man diesen Ansatz auf (I0.2]) an, so erhélt man

N

F&) =X wiK(t,s;) f(s5) + g(t). (10.7)

j=1

Fiir die Auswertung an den Stiitzstellen des gewihlten Quadraturverfahrens
findet man dann

f(t) = AijKm,sj) F(s5) + g(ta). (10.8)

Mit f; == f(t;), gi = g(t;) und K;; = K(t;,5;)w; kann man ([0.8) als Matrix-
gleichung notieren

(I-XK) - f=g. (10.9)

Hierbei wird zunédchst davon ausgegangen, dass A kein Eigenwert ist und auch
nicht in der Nihe eines Eigenwertes liegt. Dann kann die iibliche Dreieckszer-
legung zur Losung genutzt werden. Anderenfalls liegt ein schlecht gestelltes
Problem vor. In diesem Fall sind andere Losungsmethoden vorzuziehen.

Mochte man die Losung an anderen Punkten als den durch die Quadratur
vorbestimmten Stiitzstellen ¢; ermitteln, so sollte man nicht den Lésungsvektor
fi interpolieren, da dies einen deutlichen Genauigkeitsverlust bewirkt. Statt-
dessen ist es angebracht, (I0.7) zur Interpolation zu nutzen.

Im homogenen Fall mit g = 0 erhédlt man mit o = 1/ die Standardeigen-

wertaufgabe )
K- -f=of, (10.10)

die in der nunmehr bekannten Weise geldst werden kann. Idealerweise ist &
aus bekannten Griinden symmetrisch, da sonst eine obere Hessenbergmatrix
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berechnert werden muss. Nach der Diskretisierung sind die dann notwendigen
w; zumeist nicht gleich, wodurch die Symmetrie durchbrochen wird. Mit D =
diag(w;) folgt aus KD - f = o f nach Multiplikation mit D'/? = diag(,/w;)

DY?KDY?h = oh, (10.11)

wobei h := DY2f. Damit ist die Symmetrie bewahrt. Die Diskretisierung mit
N Stiitzstellen liefert ebenso viele Eigenwerte. Kerne von endlichem Rang (d.h.
degenerierte oder separable Kerne) besitzen nur eine endliche Anzahl von Ei-
genwerten # (. Diese Situation kann dadurch erkannt werden, dass Eigenwerte
= 0 in GroBenordnung der Rechnergenauigkeit um 0 liegen, und die Anzahl
der Eigenwerte # 0 nach Erhohung von N konstant bleibt.

10.3 Volterrasche Integralgleichungen

Von der Volterraschen Integralgleichung wird wiederum zunéchst die Form 2.
Art betrachtet

)= [ K(.5) ) ds +o10) )

In der Regel wird die Losung mit ¢ = a begonnen und dann weiter fort-
geschritten. Dieser Ansatz hat eine Analogie in den Anwangswertproblemen
der gewhnlichen Differentialgleichungen. Im einfachsten Fall definiert man ei-
ne dquidistante Unterteilung des Intervalls

_b—a

t, = h, +=0,1,....N, h: .
a—+1 1 N

(10.12)

Bei dieser Aufteilung ist die Trapezregel die einfachste numerische Integrati-
onsmethode:

t; i—1
a j=1

Dies eingesetzt in (I0.0) erhélt man

fo =90

also einen expliziten Ausdruck, ohne die Notwendigkeit, eine Gleichung zu
l6sen. Liegt eine Volterrasche Integralgleichung der 1. Art vor, so entfillt die
linke 717

In der Praxis kommen héufig Systeme von m Integralgleichungen vor, d.h.
eine Vektorform von (I ist zu lésen, wobei dann entsprechend K (¢, s) die
Eintrdge einer m x m—Matrix liefern.
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10.4 Integralgleichungen mit Singularititen

Héufig besteht das Problem, dass der Kern K (¢, s) oder die Losung f(s) der In-
tegralgleichung, oder beide, Singularititen aufweisen. Hebbare Singularitéiten
kénnen durch eine Variablentransformation beseitigt werden, etwa in Falle ei-
ner Wurzel K (, s) oc st1/2. Dies gelingt bei s = 0 durch z := s*/2. Nach dieser
Transformation konnen dann geeignete Quadraturverfahren gewéhlt werden.
Ein besonderer Fall stellt die singulédre 6—Funktion K (t,s) = 6(t — s) dar, die
nach ihrer Integrationsregel der Einheitsoperator ist.

In einigen Fallen kann die Singularitédt durch Faktorisierung K(t,s) =
w(s)K (t, s) isoliert werden. Das singulire Gewicht w(s) kann dann ggf. mittels
der ihr angepassten Gaufiquadratur behandelt werden.

Es konnen ferner Félle auftreten, bei denen K (¢, s) bei t = s auf einer Skala
fast singulér ist, die viel kleiner ist als die Skala, auf der f(t) variiert. In diesem
Fall kann man in dem problematischen Bereich durch Polynominterpolation
oder Splines die Genauigkeit erhéhen.

Bei unendlichen Integrationsgrenzen liegen dort dhnliche Probleme wie bei
Singularitdten vor. Hier konnen bei ausreichend schneller Konvergenz z — 0
mit der Gauf-Laguerre-Quadratur w o exp (—as) einseitig, oder der GauB-
Hermite-Quadratur w o exp (—s?) zweiseitig Gewichtsfunktionen zur Fakto-
risierung eingefithrt werden. In anderen Féllen mit 0 < s < oo hilft etwa eine

Transformation

2a
= — 10.15
T R ( )

die auf das Gaufl-Legendre-Intervall —1 < z < 1 abbildet, und die Nutzung
dieses Verfahren erméglicht.

Ein weiterer typischer Problemfall, bei dem die Nystrom—Methode versagt,
sind Singularititen des Kernes K(¢,s) entlang der Diagonalen ¢ = s. Eine
Moglichkeit der Losung bietet die Subtraktion der Singularitét in der folgenden
Weise

/K(t,s)f(s)ds:/ K(t,s) (f(s) — f(1)) ds+/ K(t,s) f(t) ds

b
- / K(ts) (f(s) — (1) ds +r(Df(t),  (10.16)

mit r(t) := fab K(t, s)ds, welches entweder analytisch oder numerisch berech-
net wird. Nun kann in der Regel die Nystrom-Methode angewandt werden.
Man erhélt dann anstelle (I0.8))

N
7
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10.5 Losung schlecht-konditionierter Integral-
gleichungen

Zu Beginn dieses Kapitels wurde darauf hingewiesen, das insbesondere Fred-
holmsche Integralgleichungen der 1. Art oft sehr schlecht konditioniert sind
oder gar unterbestimmt. Die oben genannten Verfahren versagen dann vollig.
Grundsétzlich wird dann nach Information gesucht, welche geeignet ist, die Un-
terbestimmbheit aufzuheben oder die Freiheitsgrade des Systems zu verringern.
Man kann zum Beispiel letzteres erreichen, indem man gewisse Glattebedingungen
erzwingt oder anderes Wissen iiber den Systemzustand einschlief3t.
Gegeben sei die Integralgleichung

¢ = /Tz(x)u(x)dx + €, (10.18)

wobei die ¢; eine Menge von N Messungen ist und u(x) ein das Messergeb-
nis bestimmender physikalischer Prozess oder Zustand ist, den man ermitteln
mochte, und die Indizierung ¢ moglichst verschiedene Aspekte des Systems
kennzeichnet. Der lineare Kern r;(x) vermittelt zwischen Messung ¢ und dem
Prozess oder Zustand, der bestimmt werden soll. Der Fehler hierzu wird mit
€; bezeichnet.

Man kann nun diese Integralgleichung quadrieren und u(x) so variieren,
dass der Ausdruck

(ci _ / ri(x)u(x)dx)Q — Alu), (10.19)

also das positiv definite Funktional A (u) minimal wird.

Die angenommene schlechte Kondition oder gar Unterbestimmtheit des
Problems erzwingt nun die Hinzunahme zusétzlicher Information in Form ei-
nes Funktionals B(u), welches als Eindeutigkeit gewidhrende Zwangsbedingung
oder a priori Information einen bestimmten Wert, etwa b, annehmen soll. Man
erhélt somit die Variationsaufgabe

% (A(u) + A(B(u) — b)) = % (A(u) + AB(u)) = 0. (10.20)
Dabei ist 0 < A < oo ein Lagrangescher Multiplikator, der die Lage des Mini-
mums durch seine Gewichtung bestimmt. Kleine A unterdriicken die Zwangsbe-
dingung und lassen den Einfluss der Daten zur Geltung kommen, zum Preis das
die Unterbestimmtheit zu unrealistischen Varianzen oder unruhigen Losungen
fithren kann. Andererseits kann im gegenteiligen Fall die Zwangsbedingung
einen die Dateninformation iiberragenden Beitrag leisten und durch {iberbewer-
tete Glattheit die Messinformation unterdriicken. Ist also etwa

A(u) = |Au — ¢? (10.21)

als Funktional gegeben mit einem degenerierten oder singulédren A, so erhélt
man nur nach gewichteter Addition eines reguléren B(u) eine eindeutige Losung.
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Gesucht ist nun die zur "wahren” Lésung u(x) genéherte und diskretisierte
Losungsfungtion u(x,), wobei angenommen wird, dass die Diskretisierung von
x mit M Stiitzstellen fein genug ist, um nur kleine Unterschiede u(z,), u(z,11)
zu ermdglichen. Eine Diskretisierung von (I0.I8) lautet

¢ =Y Ryu(x,)+é, (10.22)

I

wobei die N x M—Matrix R etwa die Komponenten
Rip = 1i(@) (g1 — 2-1)/2 (10.23)

enthalten kann.
Eine Moglichkeit A(u) zu definieren ist nun

N

A== Z Z (Ci N Z Riu“@u)) Sz‘? <CJ' - Z Rju“(%t)) - (10.24)

i=1 j=1

Hierbei wurde mit der Fehlerkovarianzmatrix S;; := Cov(é;, €;) skaliert (siehe
MATHMET 2). Wegen der schlechten Kondition oder Unterbestimmtheit der
Minimierungsaufgabe ([0.24)) konnen Verfahren der Ausgleichsrechnung mit
der Normalgleichung nicht verwandt werden. Eine andere Moglichkeit ist die
Anwendung der Singuldrwertanalyse. Neben einer Anzahl von ungeeigneten
Lésungen wird ein [4| mit einem minimalen _  [4(z,)| ermittelt werden. Diese
Losung ist ein Ergebnis von ([I0.20) mit A = 0. Ist M >> N, so werden alle
Datenpunkte in unrealistische naher Weise durch die Losung angepasst werden
konnen, indem sich an die iiblicherweise fehlerbehafteten Daten ¢; angepasst
wurde. Dies vermeidet man, indem in geeigneter Weise A > 0 gewéhlt wird.
Die Aufgabe lautet nun

minimiere (@) + (@ - @). (10.25)

Der Zusatzterm erlaubt nun die Kontrolle der Glatte der Losungsfunktion. Die
Aufgabe wird als Inverses Problem mit Regularisierung 0. Ordnung bezeichnet.
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Kapitel 11

Partielle Differentialgleichungen

11.1 Ubersicht

Die numerische Losung partieller Differentialgleichungen ist oft die Kernaufga-
ben bei naturwissenschaftlichen und technischen Anwendungen, insbesondere
aber im Bereich der Geophysik und Meteorologie. Allgemein hat man folgende
Aufgabenstellung:

Gesucht ist eine m-vektorwertige Funktion u(z) : R — R™ mit z := (21, o, . . .

Q) Cc R? so dass

(11.1)

2 2 D
F(m,u(w) ou ou 0*u 0*u 6u):O7

) AR ) 27 VAR P
0xq Oxg Oxy 0x1019 Ox.,

wobei d > 1 die Dimension des Gebietes der fortan unabhéngigen vektorwerti-
gen Variablen x, und p die Ordnung der Differentialgleichung ist. Zumeist be-
zeichnet d = 2 bis 4 die Raum- und Zeitdimension, also etwa d = 4 bezeichnet
ein 3-dimensionales raum-=zeitliches Problem. Ist die Zeit explizit enthalten,
so ist das Problem instationér, andernfalls stationér. Eine grobe Characteri-
sierung ist etwa

e Gleichgewichtsprobleme bezeichnen stationire Zusténde,
e Ausbreitungsvorgéinge bezeichnen instationére Zusténde,

e charakteristische Systemzusténde werden durch Eigenwertprobleme be-
schrieben.

Zunichst beschrianken wir uns auf lineare partielle DGLen 2. Ordnung (p =
2), mit einer zu bestimmenden skalaren Funktionn u (m = 1), welche auf einem
2-dimensionalen Gebiet definiert ist (d = 2). Dies erlaubt die suggestivere
Schreibweise x 1= 1, y := 2, und uy, = %' Dann lauten DGLen, die wir

betrachten wollen

Augy + 2Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu=G  Y(x,y) € Q. (11.2)

121
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Definition 11.1 FEine lineare partielle DGL 2. Ordnung (I12) mit A*+ B? +
C2 £ 0 heift

elliptisch, falls AC — B* >0 VY(z,y) € Q, (11.3)
parabolisch, falls AC — B> =0 Y(z,y) € Q, (11.4)
hyperbolisch, falls AC — B* <0 Y(z,y) € Q. (11.5)

Zur eindeutigen Losung sind noch Bedingungen auf dem Rand 02 des Gebietes
Q zu erfiillen. Diese Randbedingungen konnen unter anderem folgende, am
héufigste vorkommende Formen annehmen

Dirichletsche Randbedingung u(x,y) := ¢(z,y) auf 0§y C Q
(11.6)
. u(z,y)
v. Neumannsche Randbedingung o v(z,y) auf 0€Qy C )
(11.7)
ou(z,y)

Cauchysche Randbedingung + ou(z,y) := B(z,y) auf 0Q5 C )

(11.8)

Hier sind «, ¢, v Funktionen, die die Randwerte vorgeben. Ferner ist W die
Ableitung auf dem Rand in Richtung der d&ufleren Normalen.

Zusatzlich zu den Randbedingungen sind im Falle hyperbolischer und pa-
rabolischer partielle Differentialgleichungen noch Anfangswerte fiir den Zeit-
punkt ¢t = 0 auf Q erforderlich. Die vorgenannten Bedingungen sind notwen-
dige, jedoch nicht hinreichende Voraussetzungen fiir die Existenz und Eindeu-
tigkeit von Losungen.

Laplace- und Poissongleichung
Zur vereinfachten Notation definiert man den Laplaceoperator

Definition 11.2
AU 1= Uy + Uy, (11.9)

Die Poissongleichung lautet nun

—Au=f in Q2 (11.10)
u=g auf 0€.

Gleichung (IT.I0) beschreibt physikalisch eine Potentialgleichung. Dabei ist die
Losung u das Potentialfeld, wihrend die ”Quelle” f haufig eine Massendichte
oder elektrische Ladungsdichte oder eine Potentialstromung(skomponente) be-
schreiben kann. Fir f = 0 wird (III0) oft auch als Laplacegleichung bezeich-
net. Eine nichttriviale Losung ist hier nur durch entsprechende Randwerte und
ihre Geometrie gegeben. Der Verlauf des Potentialfeldes kann dann zumeist als
”Minimalflache” interpretiert werden.
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Diffusions- und Wirmeleitungsgleichung

Bei zeitabhéngiger Warme— oder Konzentrationsverteilung in einer diffusiven
Umgebung erhélt man eine parabolische Gleichung. Ist x etwa die rdumlich
durchaus variable Warmeleitfahigkeit oder ein Diffusionskoeffizient, so lautet
die entsprechende Differentialgleichung

10u .
Au(z,y) = P in, Vt >0 (11.11)
U<I,y70) - U0($7y) in Q
u(r,y,t) = g(z,y), (z,y) € 09, Vt >0,

wobei g(z,y) die Randwerte bestimmt.

Wellengleichung

Schwingungsvorginge wie etwa bei Druckschwankungen, mechanische (also
auch atmosphérische und ozeanische) sowie elektromagnetische Wellen kann
man durch Wellengleichungen darstellen. Die prototypische hyperbolische Wel-
lengleichung lautet

1 90*u
Au(z,y) = ) in Q, Vt >0 (11.12)
uw(z,y,0) = up(z,y) in Q
u(z,y,0) = uy(z,y) in Q
u(z,y,t) = g(x,y), (x,y) € 0Q, YVt >0,

11.2 Diskretisierung elliptischer Probleme

Am Beispiel der elliptischen Differentialgleichung (IT.10]) soll mittels des Diffe-
renzenverfahrens ein numerisches Losungsverfahren vorgestellt werden. Hierzu
wird das 2-dimensionale Gebiet €2 mit einem regelméfligem Gitter quadrati-
scher Maschen iiberdeckt werden. Der ggf. unregelméflige Rand soll durch eine
ausreichend feine Maschenweite h mit N x M Gitterpunkten approximiert
werden. Die Gitterpunkte (z;,y;) werden dabei nach folgender Regel indiziert

T =xo+1-h, 1=0,1,..., N,
yj=vyo+Jj-h, j=0,1,..., M, (11.13)
Q C [zo,zn] X [Y0, Yum] . (11.14)

Die numerische Losung von (III0) besteht nun aus der Ermittlung von
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Eine Diskretisierung fithrt nun von einer partiellen Differentialgleichung auf
ein lineares Gleichungssystem mittels der Approximationen der Differential-
operatoren durch finite Differenzen. Eine einfache Diskretisierung lautet

1

Uy p(ui—i-l,j — 2u; 5 + ui_1) (11.16)
1

Uyy & ﬁ(ui,j—&-l — Ui+ Uij-1). (11.17)

Mit fi; == f(z,y;) erhélt man nun die Gleichung
—Uit1,5 — Ui j4+1 +4ui7j —Uj—1,5 — Ujj—1 = h2fij V(l’z, yj> C Q \ aQ (1118)

Dies fiihrt auf ein sehr schwach besetztes lineares Gleichungssystem, wie es bei
der Losung partieller Differentialgleichungen typisch ist.

11.3 Quasilineare partielle Differentialgleichun-
gen 1. Ordnung

11.3.1 Charakteristiken

Wir beschrianken uns nun auf quasilineare partielle Differentialgleichung 1.
Ordnung. In zweidimensionaler Form lauten sie

a(r,y, u(x,y))u. + b(z,y,u(z,y))uy, = c(z,y,u(r,y)), (11.19)

mit (z,y) € 2, wobei Q C R? ein einfach zusammenhiingendes Gebiet ist.
Ferner sei a, b, c,u € C'(2) einmal stetig differenzierbar und a? + b* # 0 auf €.
Dabei bezeichnen die Indizierungen x und y wie oben eingefiihrt die partiellen
Ableitungen in den entsprechenden Richtungen.

Sind die Funktionen a und b nicht von u(z, y) abhéingig, so liegt eine lineare
partielle Differentialgleichung vor.

Man erhélt eine anschauliche Deutung der Differentialgleichung, wenn sie
in folgender Vektorform geschrieben wird (Abb. 1):

(a, b, C) . V(%y,_u)u =0. (11.20)

Andererseits gilt aber auch, wegen der angenommenen stetigen Differenzier-
barkeit auf einem einfach zusammenhéingendem Gebiet, fiir u die Darstellung
als vollstandiges Differential

du = u,dx + uydy (11.21)

Dies kann man zusammen mit der Differentialgleichung in der Form (I1.20)

in die Vektorgleichung
dx dy uz\  [(du
(a b) ‘ (uy) B ( C) (1.2
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tiberfiihren.
Hierbei liefert (IT.21]) keinerlei zusétzliche Information, (sondern ist nur
eine allgemeinere Schreibweise). Daher verschwindet die Determinante und
impliziert die Losungsfliche (Integralfiiche) als zweidimensionale Mannigfal-
tigkeit.
Also
dy _ b(x,y,u)

— . 11.23
dr ~ ale, y,u) (11.23)

Die beiden anderen zu (IT2Z) alternativen Schreibweisen fiihren auf 2 =

c((x,y,u)) OdeI' le_u — ZExvyvu; .
a(z,y,u Y z,Y,u
Die Losung der ersten Gleichung heiflit charakteristische Grundkurve. Die

zweite und die dritte Gleichung bestimmen mit die charakteristische Kurve.
Dies erlaubt aber eine Parametisierung der Variablen z,y und u mit ei-
ner unabhéingigen Variablen s, so dafl man nunmehr ein System von drei
gewohnlichen Differentialgleichungen erhélt:
dx(s) . dy(s) 0,
ds ds
Man kann jetzt zeigen, dafl folgendes gilt: [

du(s)
ds

= (11.24)

Satz 11.1 Jede charakteristische Kurve, welche einen Punkt mit der Integral-
fliche gemeinsam hat, liegt ganz auf der Integralfidche.

Jede Integralfliche wird aus einer einparametrigen Schar von charakteris-
tischen Kurven erzeugt.

Eine eindeutige Problemstellung erhélt man aber erst, wenn zusétzlich eine
weitere parametrische Kurve, ndmlich die Raumkurve der Anfangswerte

Zo o(r)
C:=|y | :=|v) (11.25)
Up x(r)

gegeben ist, die die Losungsfliche berandet. Es handelt sich dann um eine
Anfangswertaufgabe (AWA), da die Kurve C die Anfangswerte der gewthnlichen
Differentialgleichungen (IT.23]) liefert.

In den hier behandelten Problemen kann man = mit der Zeit ¢ identifizieren.
Fiir die AWA ist dann ¢(r) = t,9(r) = 0 und ug = up(¢(r),0).

Allgemein erwartet man von einer AWA, dafl sie sachgemdfl gestellt (pro-
perly posed) ist, d.h.,

1. es existiert eine Losung,
2. diese Losung ist eindeutig,

3. die Losung mufl in stetiger Weise von den Anfangswerten abhéngen.

!zum Beweis siehe z.B. Courant, Hilbert II.
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Abbildung 11.1: Raum-zeitliche Darstellung der exakten Losung der Advekti-
onsgleichung fiir eine Welle mit der Geschwindigkeit 1.

11.3.2 Diskretisierung der 1-D Advektionsgleichung

Die Advektionsgleichung, deren numerische Losungen in den folgenden Ka-
piteln diskutiert werden soll, ist ein Sonderfall der quasilinearen partiellen
Differentialgleichung 1. Ordnung. Die lineare Advektionsgleichung

% +v(t,r) - Vx(t,r) = g(t,r) (11.26)
beschreibt in ihrer allgemeinen Form den Transport mit der Geschwindig-
keit v, die Erzeugung und Vernichtung ¢ einer materiellen Eigenschaft oder
Masse eines Spurenstoffes, Fluides oder Verbindung x(¢,r) in raum-zeitlicher
(t,r) Abhéngigkeit. Wesentliches zur Losung findet man aber schon im 1-
dimensionalen homogenen Fall, auf den wir uns fiir das Weitere beschréinken.

Lokaler Fehler und Konsistenz

Der Konvention folgend schreiben wir die 1-dimensionale homogene lineare
Advektionsgleichung fiir die Losung u(t, z) in der Form

ug + cuy =0, (11.27)
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wobei u(t,z) € C1(2),c nun vereinfachend eine konstante Geschwindigkeit,
(t,z) € (0,T] x [=1,1] =: Q,T ein fester, aber beliebig wihlbarer Zeitpunkt
ist. Mit der Anfangsbedingung u(0,x) = u,(z) zum Zeitpunkt ¢ = 0 lautet die
allgemeine Losung

u(t,x) = u(x — ct). (11.28)

Die Geraden z — ¢t = const. sind die charakteristischen Grundkurven der
Gleichung (IT.20) in der (t,x)-Ebene.

R#Aumliche Diskretisierungen Es wird ab jetzt verlangt, dal u € C3(Q).
Definiere Gitterpunkte z; dquidistant auf [—1, 1] mit x; = j-h, j=—J,...,J,
2/(2J) und u;(t) :=u(t,j - h).

|
J 0 J

Eine mogliche Diskretisierung der rdumlichen Ableitung wu, sind die zen-
trierten Differenzen:
Ujp1 — Uj—1 h2

5 + 15 (Uswale, + Uszale) (11.29)

$CL’]

mit £, € (z;,z;41) und & € (xj_1,;), denn nach Taylor gilt

h? h3
uj:l:l = Uj + hux|x] + ?umhj + Euxmki (1130)
Die Niherung (IT.29) ist also von quadratischer Ordnung O(h?).
Eine Variante von nur linearer Ordnung heifit upstream-Diskretisierung
(weil die 2. Stiitzstelle gegen die ”Stomrichtung” von ¢ ausgestellt ist)
Uj — U h

Uple, = Tj’l + e €€ (2j1,2), (11.31)

Zeitliche Diskretisierung Von dieser Gestalt ist auch die zeitliche Vorwérts-
diskretisierung ("forward in time”), wenn man ¢,, := n-At,u} 1= u(n-At, j-h)
setzt, denn

Ut|en = JTt] — 7Utt|m N € (tn, tni1)- (11.32)

Sie ist also auch nur von linearer Ordnung O(At).

Finite Differenzengleichung Gleichung (I[I.26]) lautet also in der finiten
Differenzenniherung nach den Ansétzen (I129) und (IT.32)

umt —

c n n n

wobei der lokale Fehler (Abschneidefehler, truncation error) 77 von der Ord-
nung O(At) + O(h?) ist.

h =
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X

Abbildung 11.2: Diskretisierungsschema des Eulerverfahrens, volle Punkte be-
zeichnen bekannte Gitterwerte, der offene Punkt wird im néchsten Zeitschritt
berechnet.

Wegen u € C*(Q) gibt es die oberen Schranken M; := max;e, 1,,) |tu| <
oo und M, := max,¢( ) [Uzzz| < 00, s0 daB der totale Fehler abschétzbar
wird

Tj—1,Tax+1

At h?

—M —M,. 11.34
M+ el (1134
Def.: Ein Differenzenverfahren heif3t konsistent, wenn gilt

"<
T S

lim 77" = 0. (11.35)
h—0

Dies trifft fiir den gerade gemachten Ansatz auch zu, wie man sofort einsieht.

Ein Losungsansatz nach der bei den gewohnlichen Differentialgleichungen
schon kennengelernten Eulermethode fiir das numerische Losungsverfahren mit
der diskreten N#herungslosung U konnte nun nach (I1.33]) lauten:

A

Ut =y - E(U;@H —Ur) (11.36)

A= C'}?t bezeichnet hierbei die Courant-Zahl . Dieser Algorithmus wurde an-

hand eines glatten Signals getestet (Abb. I1.3.2)).

Das Raum-Zeit-Diagramm zeigt aber trotz der nachgewiesenen Konsistenz
sowohl eine Verstarkung des Signals als auch wachsende Verwerfungen strom-
aufwirts. Es tritt also eine wachsende Fehlerfortpflanzung auf (Labilitédt) und
das Verfahren ist daher voéllig unbrauchbar.

11.4 Globaler Fehler und Konvergenz

Gesucht ist nun eine Fehlerabschitzung, die sein Wachstum versténdlich macht.
Man vergleicht (I1.33])) und (II1.36]) und findet fiir den globalen Fehler (accu-
mulated error)

n n mn n A n n n
vt :uA“—UjJr1 = " ——(ej+1—ej_1)+AtTj. (11.37)

6] J J 2

Die Vorausetzung u € C*(9) erlaubt wiederum
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Abbildung 11.3: Raum-zeitliche Darstellung der Advektionsgleichung in der
naiven, labilen Diskretisierung (I1.30]) fiir ein isoliertes, aber stetiges Anfangs-
signal.

" = max; |e]| < 0o zu setzen und 7 := max;, |7}'| < 0o, so dal nunmehr
mit € = 0 gilt:

<A+ AN+ AT = (T+ L+ M)+ X+ A+ 4+ (L4 [A)") Atr.
(11.38)
Also gilt mit der geometrischen Reihe entwickelt nach 1+ |)|

;<1+ A= 2 -y = T (1 5 ).

(11.39)
Das Verhalten der oberen Fehlerschranke bei fortschreitender Integration

ist nun
t
nh_}IIC}O €= |%|h (exp <%> — 1) : (11.40)

also exponential, d.h. ungiinstiger geht es kaum.

Man kann nun auf die Idee kommen, in (II.36]) einen den jeweiligen Start-
punkt U}" dimpfenden Ersatzausdruck einzusetzen. Wir versuchen es einmal

€' = Atr
k=
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mit der glidttenden Mittelung

2

1 n n n

2

Dieser Ersatzterm ist konsistent, denn mit der gleichen Argumentation wie

oben diirfen wir auf die Existenz einer oberen Schranke Mj fiir |u,,| vertrauen,
wenn wir bei der Grenzwertbildung At mit h {iber ein festes A koppeln

2
lim 7" = h M, = clh

Uy Uy fost. 11.42
N7y = oA Ms = Gy Ms =0, Alest (11.42)

Nach Klarung dieser notwendigen Vorraussetzung priifen wir den globalen
Fehler.

Also
ntl et Un+1 1. n noy A Atr! 11.43
€; u; 2(“j+1 + uj_y) B (ufpr — uj_y) + At (11.43)
n n )\ n n

(U]+1 + Uj— ) (U]+1 Uj—l) (11‘44)

A, 1A
= (5 + 5)63_1 -+ (5 — 2) 41 + AtT (11'45)

1 A 1A
g+ 5l — D A (11.46)
< € + Atr. (11.47)

Mithin €® < nAtr =t7 .

Der globale Fehler ist also proportional zur Integrationsdauer und zum
lokalen Fehlermaximum. Das ist ein verniinftiges Fehlerverhalten. Es ist also
folgende Definition sinnvoll:

Definition 11.3 FEin finites Differenzenschema heifit konvergent, wenn mit
A <1 gilt
lim U} = u(t, z) fir ¢te (0,7] fest. (11.48)

At—0
h—0

Abb. T4 stellt nun das konvergente Differenzverfahren
n+1 n n A n n
Up* = LU+ U) = 2 (U — Uf) (11.49)

dar.

Aber man sieht sofort, daf hier zuviel des Guten kuriert worden ist. Das
Signal dissipiert zunehmend. Das Verfahren ist leider auch unbrauchbar.
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Abbildung 11.4: Wie Abb. [T nur raum-zeitliche Darstellung der ”stabili-
sierten” Advektionsgleichung mit diffusiv wirkender Mittelung (I1.49]).

11.4.1 Das Lax-Richtmyer-Theorem

Im allgemeinen ist es bei hoheren Verfahren einfacher, die Stabilitédt nachzuwei-
sen als Konvergenz. Dies ist aber unter gewissen Voraussetzungen dquivalent,
wie gezeigt werden soll.

Zunéchst etwas zur Begriffskldrung:

Sei {(L(At))™ | n € N} eine Menge linearer Operatoren.

Definition 11.4 FEine Menge von Operatoren ist gleichmdfig beschrinkt, wenn
gilt ||IL"(At)U|| < o||U||, > 0 fiir alle n € IN.

Es reicht fiir unsere Zwecke, sich diese Operatoren als Matrizen vorzustellen.

Definition 11.5 Ein Differenzverfahren heif§t stabil, wenn es ein n > 0 und
ein € > 0 gibt, und die Menge der Operatoren {(L(At))"|At < nh,nAt <
T, h <€} mit n € IN, gleichmdfig beschrankt ist.

Es gilt der:

Satz 11.2 (Lax-Richtmyer) Ein konsistentes Differenzenverfahren zu einer
sachgemdf gestellten Anfangswertaufgabe ist genau dann konvergent, wenn es
stabil ist.
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Wir wollen den Beweis nur in der Richtung stabil = konvergent skizzie-
re

Allgemein konnen wir das Differenzverfahren fiir eine inhomogene Glei-
chung in Vektorschreibweise notieren :

Ut = LU (11.50)

Das labile Verfahren (I1.30]) z.B. lautet dann mit periodischen Randbedin-

gungen:

Uit I =x/2 0 ... 0 A2 U,
Ui A2 1 —A2 0 Uy
_| 0 oo b ] asy
: L 0 :
i 0 L A2 3
Uj “A\20 0 ... 0 A2 1 Uy

Mit u"™! = Lu™+ At7" und (II50) erhalten wir wieder als Fehlergleichung

e"t! = Le" + Atr", (11.52)
= (L'’ + L ' 4+ 4+ L0 A, (11.53)

also
le™ [l < ("M IO + -+ (IEO I DA, (11.54)

Aus der vorausgesetzten Konsistenz schlieflen wir, daf} fiir jedes 7 > 0 ein
e > 0 und ein n > 0 existieren, so daf} ||7"|| < 7 fiir alle b < € und At < nh.

Ferner gibt es aufgrund der Stabilitdt ein M > 0 mit |L*|| < M fiir alle
n € N und nAt <T.

Damit aber erhalten wir

lle™|| < nAtrM =T7M. (11.55)

Da nun 7 beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt die Konvergenz. {

11.4.2 Stabilitdtsnachweis mittels Fourier-Methode

Neben der ”"Matrixmethode” und der hier nicht behandelten ”Energiemetho-
de” ist die Fourier- oder v.Neumann-Methode das gebriauchlichste Verfahren,
die Stabilitdt, und also damit die Konvergenz, eines konsistenten Verfahrens
nachzuweisen. Wir fithren dies am Beispiel des labilen Eulerverfahrens durch.

2Eine "wasserdichte” Beweisfiihrung, die im Rahmen der Theorie der Banachriume von-
statten geht, findet man z.B. in Meis, Marcowitz: Numerische Behandlung partieller Diffe-
renzialgleichungen. Kap. 4 u. 5.
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Zur Vorbereitung findet zunéchst die exakte Losung mittels des Fourier-
analyse statt. Man macht den Ansatz

J/h

u(t,z) = Y B(t)exp(inkz) (11.56)

k=—J/h

und setzt gleichméflige Konvergenz der Summe voraus. Damit haben wir
bekanntlich die Moglichkeit, auch beim Grenziibergang h — 0, J/h — o0
Summe und Differentialoperator zu vertauschen. Wir erhalten nach dem Ein-
setzen in die Advektionsgleichung (IT.27) fur jedes k die gewohnliche Differen-
tialgleichung:

d .

Die Losung Bi(t) = Bg(0)exp(—imket) findet man unmittelbar. Somit hat
man im allgemeinen Fall als vollstdndige Losung

Z By (0) exp(imk(z — ct)), (11.58)

k=—0oc0

wobei bei den hier vorhandenen reellen Losungen bekanntlich B, = B_y.
ist.
Im Falle des Eulerverfahrens setzt man die ” Testfunktion”

Z Ai(n) exp(irkz;) (11.59)
k=—J

in den Algorithmus (IT.36]) ein und erhélt:

Uptt = Z Ap(n)[1 — ixsin(kmh)] exp(imkz;). (11.60)
k=—J
Fiir die einzelne Wellenzahl k verhalten sich daher die Amplituden der
Zeitpunkte n und n + 1

Ag(n)
Dieses Verhéltnis nennt man Verstéarkungsfaktor My, der nach J. v. Neumann

nicht schneller als |[M| < 1+ O(At) wachsen darf.
Als diskretes Analogon zu (I1.58) erhélt man:

—iAsin(mkh) =: M. (11.61)

J
= > Bu(0)My exp(ink;). (11.62)
k=—J
Wie findet man nun die Erfahrung des Abschnitts 2 bestéitigt, dafl das
Eulerverfahren labil ist?
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Man konnte sich nun auf folgende Schlufiweise einlassen:

Wenn die numerische Lésung U ~ u(nAt, jh) sein soll, so mufl auch zu
zeigen sein, daff mit (IL58) und (IL62) M} ~ exp(—imkct) folgt.

Dies ist ja auch der Fall, denn zu einem Zeitpunkt ¢ = nAt, also nach n
Schritten erhélt man

. n : . 1 .
lim (M)" = lim [1 —iX(wkh — g(’ﬂ'kh)g +...)] (11.63)
h—0 h—0
_ imhket 1 2\1n
= iltrjlo[l - + EO(h )] (11.64)
h—0
= lim exp(—imkct + O(h?)) = exp(—inkct). (11.65)
—

Die Konvergenz ist unabhéngig von A, und das Verfahren ist anscheinend
doch stabil.

Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man auch, wenn man unmittelbar die
v. Neumann-Bedingung M, < 1+ O(At) prift:

|Mi|? = 14 Xsin®(nkh) < 14 N272k20% = 1 4 12k (A)? = 1+ O((At)?).
(11.66)

Also wieder limay o |[Mg|* = 1.

Der Fehler beider Ansitze besteht darin, dal man immer & festgehalten
hat, auch bei der Verfeinerung des Gitters. Man muf sich aber einen stéandigen
Blick auf die jeweils hochsten Wellenzahlen verschaffen, indem man &k an J
lgopreJl;cL, z.]?. k = % = % (was einer Wellenldnge von 4 - h entspricht, denn

oL = 2). Daher erhilt man

|Mjp? =1+ N sin?(Z J y=1+N>1, (11.67)
und mit nAt, A fest, folgt limas—o [My/o|™ — o0.

Die Amplitude der Welle der Lénge 4h wichst also exponential!

So sieht man, daf immer die kleinen Wellen den Arger bereiten, die auch bei
vollig richtigen Anfangswerten zumindest durch Rundungsfehler eingeschleppt
werden und im Laufe der Integration zu storenden Groéflenordnungen wachsen.

11.5 Diskretisierungsverfahren

11.5.1 Lax-Wendroff-Verfahren

Gibt es ein Verfahren, dafl einen Mittelweg zwischen dem labilen Eulerverfah-
ren (II.36) und dem diffusiven Verfahren beschreitet?
Einen Ansatz hierzu bietet die Differenzengleichung
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n n A n n n n mn
Uj = Uj - §(Uj+1 - Uj—l) + M(Uj—1 + Uj+1 - 2Uj ), (11.68)

(= diffusives Verfah-

da man zwischen p = 0(2 Eulerverfahren) und p = 3
ren) beliebig variieren kann.

Wie ermittelt man das beste p 7

Wir erinnern uns, dafl das Eulerverfahren in der rdumlichen Differentation
von quadratischer, in der zeitlichen Differentation dagegen von nur linearer
Ordnung ist.

Die Taylorzerlegungen liefern

1 At
wlf = 7 (5" =) = S + O((AL)?) (11.69)
n 2 n n n
oder nach ([T29)
n 1 n n n
Uge|} = p(“j—l +ul, —2ul) + O(h?). (11.71)

Fiir uy findet man unmittelbar durch das gegebene Problem

Uy = —Clhgy = CoUyy. (11.72)

Somit lautet nun das Lax-Wendroff Verfahren als eine um das quadratische
Glied erweiterte Taylorapproximation

Upn = Uiy | A2 SUL+ ULy — 207

n n j+1
Urtt = U} + At(—c—~2 o ) 2( -3 L), (11.73)

d.h., p= ’\72 liefert das gesuchte Verfahren quadratischer Ordnung.

11.5.2 Leapfrog—Verfahren

Fithrt man bei der Diskretisierung der Zeitableitung auch zentrierte Differen-
zen ein, so erhélt man das Leapfrog-Schema

Urtt =urt = NUF, — U y). (11.74)

J

Das Verfahren erhélt also drei Zeitebenen, d.h., dafi das Einsetzen der Test-
funktion U} = Ag(n) exp(ikzr;) zu einer Zwei-Term-Rekursion fiihrt

Ap(n+1) = Ay(n — 1) — 2i A, (n)Asin(kh). (11.75)

Setzen wir zunéchst voraus, dafl der Verstarkungsfaktor M, {iber zwei Zeit-

schritte gleich ist, also My = A{’jlgﬁz;r)l) = Afé;ff)l), so erhélt man mit p :=
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Abbildung 11.5: Wie Abb. [T nur mit dem Lax-Wendroff-Verfahren (IT.73]).

Abbildung 11.6: Schema des Leapfrog-Verfahrens. Symbole wie in Abb.
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1

L 1p
V- V-t
—-1 |

—ip

—1

Abbildung 11.7: Verstarkungsfaktoren im leapfrog-Verfahren in der komplexen
Zahlenebene; Beispiel mit p = 4/5.

Asin(kh) die Gleichung M? + 2ipMy — 1 = 0 mit My o = —ip + /1 — p?
als Losung.
Die Verstarkungsfaktoren liegen also solange auf dem Einheitskreis, wie

|A] < 1. Diese Bedingung nennt man nach Courant-Friedrichs-Levy (1928) das
CFL-Kriterium.

11.5.3 Konsequenzen aus der zweideutigen Losung

Aber welches M} beschreibt die physikalisch sinnvolle Lésung?
Um diese Frage zu beantworten, wird der Algorithmus um den Preis einer
Vektorgleichung formal auf ein Zwei-Ebenen-Verfahren reduziert.

Agn+1)\  [(—2ip 1 Ag(n)
( Au(n) ) = ( 10) \An—1) (11.76)
. o . —2ip 1
Im Falle der Stabilitdt mufl also fiir die Matrix B := .0 gelten
|IB|| =: M <1+ O(At). )
Die Eigenwerte von B sind A\ o = —ip £ /1 — p? = M ».

5\1,2’ = 1, ist die oben gemachte Voraussetzung der Konstanz der

Da nun

Verstarkungsfaktoren M) also iiberfliissig.
Die Eigenvektoren lauten

— /1 — 2
X12 = ( ij: 1 1 p) (1177)

und sind also linear unabhéngig.
Daher ist die Darstellung

(45) - () - o
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Abbildung 11.8: Wie Abb. [T nur mit dem leapfrog-Verfahren ([T.74)).
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moglich, mit der Konsequenz

< al|x1| + B||x 11.79
[0 = el + a1l (11.79)
weil |B|| = 1. Die Folgen: lima;—o S\km = lima;0 Mi12 = £1. Also kann

nur mit My, die gewiinschte physikalische Lésung verbunden sein, da sie sich
stetig entwickelt, im Gegensatz zu Mys, wo bei jedem Zeitschritt das Vorzeichen
wechselt! Diese ”Losung” wird computational mode ( auch ” Geisterlosung” )
genannt.

Wir haben also zwei disjunkte Gitterpunktmengen (Punkte/Karos 2 Index-
summe j + n gerade/ungerade), deren Finzellosungen sich auseinanderentwi-
ckeln kénnen, und die durch den computational mode formal zusammengehal-
ten werden.

Ziel ist es, daf} die disjunkten Losungen zusammenfallen, ohne dafl diese
Geisterlosung auftritt, d.h. g = 0.

Entscheidend hierfiir ist die Giite der Anfangswerte zu den Zeitpunkten t =
0 und ¢t = 1-At. Durch ihre mangelnde Qualitdt und durch Rundungsfehler tritt
der computational mode nach und nach immer wieder auf. Durch regelméfiges
Filtern, d.h. Mitteln der disjunkten Lésungen, kann er wieder geddmpft werden
(z.B. etwa alle 100 Zeitschritte, aber diffusive Wirkung!).

Fazit:

Der Vergleich von Leapfrog (I1.74)) und Lax-Wendroff Verfahren (I1.73])
zeigt sofort den geringeren Rechenaufwand von ersterem. Beide sind aber Ver-
fahren 2. Ordnung!

Entscheidend fiir den Vorteil von (II.74) ist es also, gute Anfangswerte zu
finden. Nimmt man dagegen die Anfangswerte von ¢ = 0 etwa auch zum Zeit-
punkt ¢ = At, so hat man zusétzlich die retrograd fortschreitende numerische
Losung. In der Praxis arbeitet man sich anfangs vom Zeitpunkt ¢ = 0 durch
sehr kleine ”Unterzeitschritte” mit Zwei-Level-Verfahren an den Zeitpunkt
t = 1- At heran, um auch hier gute Anfangswerte zu gewinnen.

11.5.4 Phasenfehler

Bisherige Giitekriterien waren gegeben durch und Konvergenz, mit
dem Ziel moglichst geringe Diskretisierungsfehler zu erhalten. Ein bedeutendes
Teilkriterium hiervon ist die Phasentreue. Die mit der Testfunktion ermittelte
Losung ist nicht dispersiv. Allgemein kann man den relativen Phasenfehler n
definieren:
_arctan(S(My)/R(My))
= kcAt

~ 1. (11.80)

Er kann sowohl durch rdumliche als auch zeitliche Diskretisierung hervorgeru-
fen werden.



140 Partielle Differentialgleichungen

Phasenfehler durch rdumliche Diskretisierung

Die raumliche Diskretisierung von % + 57 (Uj41 —U;j—1) = 0 mit der Testfunk-
tion U;(t) = >, Bi(t) exp(tkz;) liefert

d . sin(kh)

ally - BN

g Bk = Tike =y
<1

By, (11.81)

also eine Verlangsamung insbesondere bei kurzen Wellen.

Phasenfehler durch zeitliche Diskretisierung

Es sei nun p := +kcAt = +Akh

Leapfrog-Verfahren

Mit My = A\ = —ip+ /1 — p? folgt mit (T80

arctan( Ip =) 1 »? 2
—p
= —1=Carctan(p+——+..)—1="—+4..., (11.82
n - P n(p+ 3 ) 5 (11.82)

da nach Taylor gilt: arctanx = x — ‘%3 + % — ...

Das Leapfrog-Verfahren wirkt also beschleunigend. Man kann zeigen, dafl
die verzogernde Wirkung der rdumlichen Diskretisierung und die beschleuni-
gende Wirkung der zeitlichen Diskretisierung zu einer stehenden Welle von der
Léange 4h fiihren.

Lax-Wendroff-Verfahren

Nach einigen Rechnungen erhélt man fiir das Amplitudenverhéltnis:

= M, =1—i\sin(kh) — \*(1 — cos kh 11.83
Ar(n) & (kh) ( ) ( )

=1—ip— A1 —+/1—-p2/)\2) (11.84)

wobei wieder p := Asin(kh).

Also
p/1— N1 — /1 p2/N?
)= _arctan(—p/1 — A*%( p*/N?) . (11.85)
p
1 2
= axctanfp(1+ V(1= VT=p23) +..)] = 1 = % T (11.86)

Damit stellt man also ebenfalls beschleunigende Wirkung fest.
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Abbildung 11.9: Diskretisierungsschema des impliziten Eulerverfahrens (links)
und des Trapezverfahrens (rechts). Symbole wie in Abb.

11.6 Implizite Verfahren

Mit einer formalen Zeitumkehr kann man auch die Ableitung, die zum Euler-
verfahren gefiihrt hat, anwenden, um folgende Differenzengleichung zu finden:

mn n )\ n mn
U; 1 ur — §(UA +1_ Ujjll), (11.87)

Jj+1

Sie heif3t

implizites Euler—Verfahren

. (Euler-backward-scheme)
Bei gegebenen Randwerten U} ist durch (9.1) ein lineares Gleichungssys-
tem mit einer Tridiagonalmatrix gegeben.
Als Verstarkungsfaktor erhdlt man
1 1 —iAsin(kh)
M, = = 11.88
" T 1 4+idsin(kh) 14 A2sin?(kh)’ ( )
also || My|| < 1 unabhéngig von A! Das Verfahren ist damit fiir jeden Zeitschritt
stabil.
Der Phasenfehler lautet

tan(— 2 4
p— _dctan(=p) P P (11.89)

P 3 5

Er wirkt also besonders bei kurzen Wellen verlangsamend und damit dispersiv.
Ein weiteres Verfahren ist das

Trapezschema

mit der Diskretisierung

(11.90)

n+l _ 7
urm =0

AU+ U Up, + U
2 2 2 ‘
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Man findet als Verstarkungsfaktor:

_ 1—igsin(kh)

2

M= —2" "0
" 1+ i3 sin(kh)

(11.91)

Dieser ist also dem Betrag nach auch immer < 1 und somit immer stabil.
Der Phasenfehler ist

arctan(—5-;)
n= A 2124 (11.92)
p

und zeigt damit den gleichen Phasenfehler wie das obere Verfahren, nur
viermal so schwach ausgepragt.

Der entscheidende Vorteil beider Verfahren ist also, dafl der Zeitschritt At
unabhéngig von der rdumlichen Diskretisierung h gewahlt werden kann. Der
zu entrichtende Preis ist der Aufwand zur Losung eines linearen Gleichungs-
systems.

11.7 Das Courant-Friedrichs-Levy-Kriterium

Entscheidend fiir die Bewertung eines Verfahrens ist auch das Mafl der Frei-
heit, die Zeitschrittgrofle zu wahlen. Wie oben gezeigt, befreien die impliziten
Verfahren um den Preis der Losung eines linearen Gleichungssystems von der
Beschrankung

A= cat <1 (11.93)
h
Diese Bedingung wird das Courant-Friedrichs-Levy-Kriterium (1928) genannt.
Wird diese Bedingung gefordert aber verletzt, so ist die Konvergenz nicht
mehr gegeben. Dies kann man sich auf einfache Weise graphisch klar machen:
Aus Griinden der Ubersicht nehmen wir ein einfaches forward in time and
upstream-Verfahren, welches die Gleichung (IT.27) so diskretisiert:

Ut -y U -Up

A +c . =0. (11.94)

Gegeben sei das Gitter der folgenden Skizze mit der Zeitachse in y-Richtung.

Die Charakteristik gibt hier den Weg eines Signals vom Punkt (t = 0,j = 4)

zum Punkt (¢ = 6,7 = 12) an. Bei der Berechnung dieses letztgenannten Punk-

tes gehen nach dem gerade genannten Schema aber nur die Kreise ein, die das

Anfangssignal t = 0 gar nicht einschlieen. Das Ergebnis kann also nicht richtig

sein. Halbiert man dagegen die Zeitschritte und nimmt damit einen Berech-

nungsmodus iiber die kleinen schwarzen Punkte an, so wird in diesem Falle

das Anfangssignal in die Berechnung eingeschlossen, und das CFL-Kriterium
ist erfiillt.
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