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Ubung zur Vorlesung

Objektive Analyse

Lésungen zu Ubungsblatt 1

Losung zu Aufgabe 1:
Sei A = Grenzwertiiberschreitung und B = Hagelschlag, dann ergeben sich folgende
Informationen:

P(A) =0.09 = P(A) =0.91
P(A|B) = 0.94 = P(A|B) = 0.06
P(B|A) = 0.04 = P(B|A) = 0.96
Mit der Regel von Bayes
_ P(B|A)P(A)
P(AlB) = P(BJA)P(A) + P(B|A)P(A)

ergibt sich
P(B|A)P(A) B P(B|A)P(A)

P(A[B)P(A) P(4)
B 0.96-0.09 0.96-0.09 ~ 0.006 = 0.6%
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P(B|4) =

Losung zu Aufgabe 2:

N unabhéingige Messungen Y = {yi,...,yn} und eine Hintergrundinformation xy,
die hier der Einfachheit halber zusammengefasst werden sollen zu N + 1 Beobach-
tungen Y = {1, ...,yn,xp}. Aus der Unabhingigkeit der Beobachtungen und des
Hintergrundwissens folgt, dass ihre Fehler unkorreliert sind (< . > bezeichne den
Erwartungswert einer Grofie):

< €i€; >= 0, Vi 7&]
Zusiatzlich sei davon ausgegangen, dass alle Grofien unbiased (BIAS-frei) sind:
<€ >=0, Wi

Damit gilt fiir den best linear unbiased estimate (BLUE) x, = Zﬁvﬂ w;y;. Gleichung



(1.11) der Vorlesung ergibt sich damit zu
N+1

<Te> =< Yy wy; >
N+1

=< Z(ajt + €)w; >

N+1

=< Z(l’th + eiwi) >

i
N+1 N+1

:<thw,~>+ <Zeiw,~>.
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=0, weil Groflen BIAS-frei

Soll < x, >=< x; > sein, so folgt sofort
S

Die Bestimmung der Gewichte w; ist nun auf zwei Arten moglich:
1. mit dem minimum-variance Schitzer und

2. mit dem mazimum-likelihood Schatzer

zu 1. (minimum-variance) Gleichung (1.13) der Vorlesung lautet nun

2

Vo=02 =< (24— < 14 >)? >

N+1

=< (Z wiy; — xy)? >
N+1 N+1

=< (Z wiY; — (Z w;)we)? >
N+1

=< (Z wiy; — x))? >

N+1
=< (Z wi€i>2 >
7

N+1N+1

=< Z Z W;W;€,€5 >
i =i

wobei die Unabhéngigkeit der Fehler verwendet wurde (die Mischterme e;e; sind
weggefallen).



Nun hat man eine Optimierungsaufgabe o> < min unter der Nebenbedingung » . w; =
1. Dies lasst sich - wie in der Vorlesung gezeigt - mit Hilfe der Lagrange-Multikplikatoren
erzielen:

Man minimiere die skalare Funktion J mit

JW) =0o2+ A1 - sz) = Zwmf—i—)\(l — sz) = min,

wobei W = {wy, ws, ..., wxn,wni1} sei. Man setzt nun die erste Ableitung nach w;
null und erhélt:

A
W; = —>5
207
Mit > w; =1 folgt A = Zi_,Q. Fiir die Gewichte erhalten wir damit abschlieSend:
0
R

Der BLUE z, und die Varianz o2 ergeben sich zu

N+1 -2 1

— S B 2_ -
Lo = E : Vi wd 0= =y
> o > o

) % i 7 i

zu 2. (maximum-likelihood) Die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit unter Bertick-
sichtigung aller Informationen lautet

N+1

p(x,Y) = Hp(:r,yi)

=1
N+1 N+1
1 (y, - 95)2
= exp [ — s
H L’N%} P ( ; 207

Nun finde x = x,, das diese Wahrscheinlichkeit maximiert (mazimum likelihood)!
p(x,Y) wird maximal, wenn das Argument der Exponentialfunktion minimal wird.!.
Daher differenzieren wir

N+1 ( o [L')2
—Inp(z,Y) = Z %27 + const

i=1 v

nach z und setzen null: %ﬁy) L 0. Wir erhalten dann

N+1 )

ag;
T =T, = E = S Yi
—2 YJi
i=1 Zigi

und somit die gleiche Schitzung wie die der minimalen Varianz (fiir Normalvertei-
lungen).

!Da der Logarithmus eine monotone Funktion ist und das Folgende daher immer giiltig ist,
findet man fiir In(p) auch héufig die Bezeichnung log-likelihood-Schitzer.



