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Übung zur Vorlesung

Objektive Analyse

Lösungen zu Übungsblatt 1

Lösung zu Aufgabe 1:
Sei A = Grenzwertüberschreitung und B = Hagelschlag, dann ergeben sich folgende
Informationen:

P (A) = 0.09 ⇐⇒ P (Ā) = 0.91

P (A|B) = 0.94 ⇐⇒ P (Ā|B) = 0.06

P (B̄|A) = 0.04 ⇐⇒ P (B|A) = 0.96

Mit der Regel von Bayes

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B|A)P (A) + P (B|Ā)P (Ā)

ergibt sich

P (B|Ā) =
P (B|A)P (A)

P (A|B)P (Ā)
− P (B|A)P (A)

P (Ā)

=
0.96 · 0.09

0.94 · 0.91
− 0.96 · 0.09

0.91
≈ 0.006 = 0.6%

Lösung zu Aufgabe 2:
N unabhängige Messungen Y = {y1, ..., yN} und eine Hintergrundinformation xb,
die hier der Einfachheit halber zusammengefasst werden sollen zu N + 1 Beobach-
tungen Y = {y1, ..., yN , xb}. Aus der Unabhängigkeit der Beobachtungen und des
Hintergrundwissens folgt, dass ihre Fehler unkorreliert sind (< . > bezeichne den
Erwartungswert einer Größe):

< ǫiǫj >= 0, ∀i 6= j

Zusätzlich sei davon ausgegangen, dass alle Größen unbiased (BIAS-frei) sind:

< ǫi >= 0, ∀i

Damit gilt für den best linear unbiased estimate (BLUE) xa =
∑N+1

i wiyi. Gleichung



(1.11) der Vorlesung ergibt sich damit zu

< xa > = <

N+1∑

i

wiyi >

= <

N+1∑

i

(xt + ǫi)wi >

= <

N+1∑

i

(xtwi + ǫiwi) >

= <

N+1∑

i

xtwi > + <

N+1∑

i

ǫiwi > .

︸ ︷︷ ︸

=0, weil Größen BIAS-frei

Soll < xa >=< xt > sein, so folgt sofort
∑

i

wi = 1

Die Bestimmung der Gewichte wi ist nun auf zwei Arten möglich:

1. mit dem minimum-variance Schätzer und

2. mit dem maximum-likelihood Schätzer

zu 1. (minimum-variance) Gleichung (1.13) der Vorlesung lautet nun

Va = σ2
a = < (xa− < xa >)2 >

= < (
N+1∑

i

wiyi − xt)
2 >

= < (

N+1∑

i

wiyi − (

N+1∑

i

wi)xt)
2 >

= < (
N+1∑

i

wi(yi − xt))
2 >

= < (

N+1∑

i

wiǫi)
2 >

= <

N+1∑

i

N+1∑

j=i

wiwjǫiǫj >

=
N+1∑

i

w2
i < ǫ2

i >

=
N+1∑

i

w2
i σ

2
i ,

wobei die Unabhängigkeit der Fehler verwendet wurde (die Mischterme ǫiǫj sind
weggefallen).



Nun hat man eine Optimierungsaufgabe σ2
a

!
= min unter der Nebenbedingung

∑

i wi =
1. Dies lässt sich - wie in der Vorlesung gezeigt - mit Hilfe der Lagrange-Multikplikatoren
erzielen:
Man minimiere die skalare Funktion J mit

J(W ) = σ2
a + λ(1 −

∑

i

wi) =
∑

i

wiσ
2
i + λ(1 −

∑

i

wi)
!
= min,

wobei W = {w1, w2, ..., wN , wN+1} sei. Man setzt nun die erste Ableitung nach wi

null und erhält:

wi =
λ

2σ2
i

Mit
∑

wi = 1 folgt λ = 2
P

σ−2

i

. Für die Gewichte erhalten wir damit abschließend:

wi =
σ−2

i
∑N+1

i σ−2
i

Der BLUE xa und die Varianz σ2
a ergeben sich zu

xa =
N+1∑

i

σ−2
i

∑N+1
i σ−2

i

und σ2
a =

1
∑N+1

i σ−2
i

.

zu 2. (maximum-likelihood) Die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit unter Berück-
sichtigung aller Informationen lautet

p(x, Y ) =

N+1∏

i=1

p(x, yi)

=

N+1∏

i=1

[
1

σi

√
2π

exp

(

−(yi − x)2

2σ2
i

)]

=
N+1∏

i=1

[
1

σi

√
2π

]

exp

(

−
N+1∑

i=1

(yi − x)2

2σ2
i

)

Nun finde x = xa, das diese Wahrscheinlichkeit maximiert (maximum likelihood)!
p(x, Y ) wird maximal, wenn das Argument der Exponentialfunktion minimal wird.1.
Daher differenzieren wir

− ln p(x, Y ) =

N+1∑

i=1

(yi − x)2

2σ2
i

+ const

nach x und setzen null: −∂ ln p(x,Y )
∂x

!
= 0. Wir erhalten dann

x = xa =
N+1∑

i=1

σ−2
i

∑

i σ
−2
i

yi

und somit die gleiche Schätzung wie die der minimalen Varianz (für Normalvertei-
lungen).

1Da der Logarithmus eine monotone Funktion ist und das Folgende daher immer gültig ist,
findet man für ln(p) auch häufig die Bezeichnung log-likelihood -Schätzer.


